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A coordenac¸a˜o semafo´rica e´ um problema importante para o funcionamento dos sistemas de
tra´fego urbano. Nesta tese, examina-se o uso de me´todos de modelagem e controle de siste-
mas a eventos discretos (SED) e sistemas hı´bridos (SH) para resolver este problema. Primei-
ramente o problema de coordenac¸a˜o e´ modelado utilizando autoˆmatos hı´bridos. O objetivo e´
a ana´lise do comportamento do sistema atrave´s de resultados de simulac¸a˜o e verificac¸a˜o for-
mal de propriedades. Em um segundo momento, os sistemas de tra´fego sa˜o modelados como
sistemas puramente discretos. A a´lgebra max-plus e´ utilizada para modelar e controlar vias
arteriais. Atrave´s da abordagem discreta e´ possı´vel ale´m de analisar o comportamento do
sistema realizar sı´ntese de controle. A sı´ntese e´ realizada utilizando os conceitos de (A,B)-
invariaˆncia, e os resultados obtidos sa˜o aplicados em um modelo de tra´fego para simulac¸a˜o.
Os resultados obtidos atrave´s da abordagem hı´brida e da abordagem discreta demonstram
que e´ possı´vel utilizar os me´todos propostos para SEDs e SHs para resolver o problema de
coordenac¸a˜o semafo´rica. Os me´todos obtidos podem vir a compor ferramentas para a ana´lise
e tomada de decisa˜o para apoiar engenheiros de tra´fego.
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Traffic light coordination is a key aspect in the operation of urban traffic systems. In this
thesis we apply formalisms for the modeling and control of discrete event systems (DES)
and hybrid systems (HS) to the problem of traffic light coordination. First, the problem
is modeled as a hybrid system using hybrid automata. The goal is to analyze the system
behavior through simulation and the formal verification of properties. We then model traffic
systems using a pure discrete approach. Arterial networks are modelled and controlled using
max-plus algebra. In addition to the analysis of the system behavior, this approach allows us
to realize controller synthesis. This synthesis uses (A,B)-invariance concepts, and its results
are applied in a traffic simulation model. The results obtained using the hybrid and discrete
approaches show that it is possible to use the formalisms developed for DES and HS to solve
the problem of traffic light coordination. These models can be used by traffic engineers
during traffic systems analysis to provide key insights on the various possible solutions.
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Capı´tulo 1
Introduc¸a˜o
1.1 Motivac¸a˜o
Pela importaˆncia que tem na vida das pessoas, os sistemas de tra´fego veicular urbano necessitam
de te´cnicas de controle que garantam seu melhor desempenho. Em particular, um aspecto importante
do funcionamento do sistema de tra´fego urbano e´ a coordenac¸a˜o das indicac¸o˜es semafo´ricas entre
intersec¸o˜es adjacentes, garantindo progressa˜o veicular sempre que possı´vel. A progressa˜o veicular e´
desejada pois permite reduzir o nu´mero de paradas dos motoristas durante o seu deslocamento, au-
mentando o seu conforto. Ale´m disso, possibilita a reduc¸a˜o dos ruı´dos, dos custos com combustı´veis
e da poluic¸a˜o gerada pela acelerac¸a˜o e desacelerac¸a˜o dos veı´culos.
Ao observar-se o deslocamento de veı´culos pelas vias de uma cidade e´ possı´vel perceber que ali
atua um sistema hı´brido, no qual coexistem dinaˆmicas contı´nuas e dinaˆmicas discretas. As dinaˆmicas
contı´nuas sa˜o identificadas, por exemplo, no crescimento e diminuic¸a˜o do nu´mero de veı´culos ao
longo das vias, e nos deslocamentos veiculares. Ja´ dinaˆmicas discretas aparecem, por exemplo, nas
trocas semafo´ricas, identificac¸a˜o de bloqueios nas vias e chegadas de peloto˜es de veı´culos em um
cruzamento. Dependendo da abordagem algumas dinaˆmicas podem ser definidas tanto como discretas
como contı´nuas.
A partir desta constatac¸a˜o, surge, naturalmente, a indagac¸a˜o de quais resultados da Teoria de
Sistemas Hı´bridos e da Teoria de Sistemas a Eventos Discretos poderiam ser aplicados na descric¸a˜o
e operac¸a˜o dos sistemas de tra´fego urbano. Outra pergunta que pode ser feita e´ se os formalismos
utilizados para modelar e controlar sistemas hı´bridos (SHs) e sistemas a eventos discretos (SEDs)
podem vir a ser mais adequados do que os disponı´veis para tratar o problema de modelagem e controle
de sistemas de tra´fego urbano.
Atualmente se encontram poucas respostas na literatura de controle de tra´fego urbano para as
questo˜es apontadas, e isto ocorre devido a dois motivos:
• os formalismos e me´todos de controle propostos para sistemas hı´bridos e a eventos discretos
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sa˜o relativamente recentes, tendo sido desenvolvidos com mais intensidade a partir dos anos
1980 encontrando aplicac¸a˜o principalmente em problemas de automac¸a˜o industrial; e
• os trabalhos sobre modelagem e controle de tra´fego urbano tem origem em me´todos de oti-
mizac¸a˜o e te´cnicas cla´ssicas de modelagem, como as equac¸o˜es de escoamento de fluidos e os
modelos de seguimento veicular baseados em equac¸o˜es diferenciais [Gerlough e Huber, 1975;
Gazis, 2002].
As questo˜es apresentadas motivam a busca de soluc¸o˜es para o problema da coordenac¸a˜o dos sis-
temas de tra´fego urbano atrave´s das te´cnicas de ana´lise e sı´ntese de controle de sistemas hı´bridos e de
sistemas a eventos discretos. Em particular, nesta tese, dois aspectos do problema sa˜o considerados:
• a ana´lise do comportamento das filas geradas no sistema, visando avaliar a coordenac¸a˜o se-
mafo´rica e verificar propriedades;
• a sı´ntese de controle para garantir progressa˜o veicular ao longo de vias arteriais.
Existem diversas te´cnicas de coordenac¸a˜o na literatura que sa˜o baseadas no comportamento das
filas. Os formalismos para sistemas hı´bridos permitem modelar os aspectos contı´nuos dos sistemas,
portanto e´ satisfato´rio utiliza´-los quando se deseja modelar as filas. Ale´m disso, os formalismos per-
mitem realizar verificac¸a˜o formal de propriedades e enta˜o a capacidade de ana´lise do comportamento
do sistema e´ incrementada. A verificac¸a˜o de propriedades e´ interessante pois fornece ao engenheiro
de tra´fego informac¸o˜es que garantem que determinadas situac¸o˜es nunca acontecera˜o, diminuindo as-
sim a complexidade do projeto de controle semafo´rico. Existem na literatura alguns trabalhos que
modelam os sistemas de tra´fego urbano como sistemas hı´bridos, entre eles, os trabalhos de Lei e
Ozguner [2001], Febbraro e Sacco [2004]; Febbraro et al. [2001, 2003] e Tolba et al. [2001], e em
nenhum deles o problema de verificac¸a˜o formal de propriedades e sı´ntese de controle e´ tratado. Os
trabalhos citados apresentam propostas de modelagem para os sistemas de tra´fego e os modelos sa˜o
avaliados atrave´s de resultados de simulac¸a˜o. Para simular os modelos sa˜o utilizadas estrate´gias de
controle baseadas em me´todos de otimizac¸a˜o.
Uma outra abordagem do problema de coordenac¸a˜o na˜o diz respeito ao comportamento das filas.
Estas te´cnicas preocupam-se em sincronizar os sema´foros de maneira que peloto˜es de veı´culos pos-
sam encontrar a maioria dos sema´foros em verde, garantido assim a progressa˜o veicular. Um pelota˜o
pode ser interpretado como um ponto, ou uma entidade indivisı´vel, e enta˜o imagina-se que modelos
puramente discretos podem ser promissores para resolver o problema de sı´ntese de controle. Um
sistema a eventos discretos e´ um sistema dinaˆmico que evolui de acordo com a ocorreˆncia abrupta de
eventos fı´sicos, em intervalos de tempo em geral irregulares e desconhecidos [Cassandras e Lafortune,
1999]. Existem diversos formalismos que permitem modelar os SEDs, dentre eles e´ possı´vel citar as
redes de Petri, cadeias de Markov, teoria de linguagens e autoˆmatos, teoria de dio´dies, e outros.
Um formalismo que tem sido aplicado com sucesso na modelagem de sistemas sujeitos a restri-
c¸o˜es de sincronizac¸a˜o e´ a a´lgebra max-plus [Baccelli et al., 1992], onde os sistemas sa˜o modelados
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como sistemas dinaˆmicos max-plus lineares. Os sistemas de tra´fego sa˜o sistemas onde a sincronizac¸a˜o
e´ necessa´ria, portanto a a´lgebra max-plus pode ser utilizada com sucesso para representa´-los.
Muitos resultados ba´sicos da teoria de controle cla´ssico tem sua versa˜o ana´loga em a´lgebra max-
plus. Em Katz [2007, 2003], por exemplo, a abordagem geome´trica proposta por Wonham [1985]
foi adaptada para os semi-ane´is max-plus. Assim como a formulac¸a˜o e soluc¸a˜o de muitos problemas
e´ realizada atrave´s de espac¸os invariantes na teoria cla´ssica, Katz [2007] formula o problema de
controle de SEDs atrave´s de semimo´dulos invariantes.
Com base nas afirmac¸o˜es anteriores, define-se nesta tese o problema de sı´ntese de controle com
coordenac¸a˜o semafo´rica como um problema de controle de SEDs. Tal problema tem sido tratado por
te´cnicas baseadas em me´todos de otimizac¸a˜o, por exemplo, o MULTIBAND [Gartner et al., 1990]. O
uso de formalismos de SEDs pode permitir a obtenc¸a˜o de modelos que descrevam explicitamente as
especificac¸o˜es da lo´gica de controle desejada pelo engenheiro de tra´fego, algo nem sempre possı´vel
em outros me´todos.
1.2 Objetivos
O problema abordado nesta tese e´ a coordenac¸a˜o das indicac¸o˜es semafo´ricas entre intersec¸o˜es,
onde se deseja estudar e examinar o uso de te´cnicas de sistemas a eventos discretos e hı´bridos para
modelar e controlar os sistemas de tra´fego urbano.
Esta tese possui dois objetivos. O primeiro objetivo e´ propor uma te´cnica de modelagem para
os sistemas de tra´fego urbano baseada na teoria de sistemas hı´bridos, onde os modelos permitem
realizar ana´lise do sistema por simulac¸a˜o e verificac¸a˜o de propriedades. O formalismo adotado para
o desenvolvimento desta te´cnica e´ o autoˆmato hı´brido.
O segundo objetivo desta tese e´ resolver o problema de modelagem e sı´ntese de controle com
sincronizac¸a˜o semafo´rica dos sistemas de tra´fego urbano atrave´s da a´lgebra max-plus. Especifica-
mente, o problema estudado e´ o da coordenac¸a˜o semafo´rica de vias arteriais. Vias arteriais sa˜o as
principais vias de uma cidade, onde a fluidez do tra´fego e´ desejada pois o fluxo veicular e´ intenso e
ra´pido. A soluc¸a˜o proposta utiliza o conceito de (A,B)-invariaˆncia para obter um sistema controlado
com realimentac¸a˜o de estados.
1.3 Resultados Obtidos
Ao longo desta tese a coordenac¸a˜o semafo´rica dos sistemas de tra´fego urbano e´ estudada sob a
o´tica dos sistemas hı´bridos e sob a o´tica dos sistemas a eventos discretos.
Os resultados obtidos ao modelar os sistemas de tra´fego como sistemas hı´bridos sa˜o:
• a proposta de uma metodologia de modelagem dos sistemas de tra´fego utilizando os autoˆmatos
hı´bridos. Cada estado do autoˆmato hı´brido representa um esta´gio do sema´foro (conceitos sobre
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tra´fego em Apeˆndice A), sendo desenvolvidos modelos individuais para cada cruzamento se-
maforizado do sistema. O acoplamento do sistema e´ realizado atrave´s da definic¸a˜o de guardas
do autoˆmato hı´brido, permitindo assim a coordenac¸a˜o semafo´rica;
• ale´m de obter modelos para simulac¸a˜o do sistema, e´ possı´vel realizar verificac¸a˜o formal de
algumas propriedades, ou seja, realizar uma ana´lise do sistema. O nu´mero de intersec¸o˜es do
sistema influencia diretamente na possibilidade de realizar verificac¸a˜o formal de propriedades,
devido a` complexidade computacional envolvida no ca´lculo do espac¸o de estados. As proprie-
dades verificadas nesta tese sa˜o traduzidas em um problema de alcanc¸abilidade nos autoˆmatos
desenvolvidos.
Ao estudar o sistema de tra´fego como um sistema a eventos discretos as varia´veis envolvidas na
modelagem sa˜o diferentes pois apenas dinaˆmicas discretas sa˜o consideradas. O principal objetivo e´
implementar um controle com realimentac¸a˜o de estados. Os principais resultados encontrados sa˜o:
• a proposta de uma metodologia de modelagem dos sistemas de tra´fego utilizando a a´lgebra
max-plus. O sistema e´ modelado atrave´s de grafos a eventos temporizados, e o problema de
coordenac¸a˜o semafo´rica e´ definido atrave´s de um conjunto de restric¸o˜es que sa˜o definidas sobre
as transic¸o˜es do grafo de eventos. O me´todo proposto por Katz [2007] e´ utilizado para obter
uma matriz de realimentac¸a˜o de estados que implementa o controle;
• aspectos relacionados a` robustez do controle ao implementa´-lo em um sistema real sa˜o discuti-
dos. A fim de avaliar os controladores obtidos os modelos max-plus lineares sa˜o implementados
em um modelo de tra´fego para simulac¸a˜o.
Estes resultados foram apresentados a` comunidade cientı´fica atrave´s das seguintes publicac¸o˜es:
Garcia et al. [2007, 2006a,b]; Garcia e Cury [2004b,a]. Ale´m disso, os resultados de simulac¸a˜o
obtidos no Capı´tulo 6 sera˜o submetidos para uma revista.
1.4 Organizac¸a˜o do Texto
Este capı´tulo inicial apresentou a motivac¸a˜o do trabalho, os seus objetivos e um resumo dos
principais resultados. A organizac¸a˜o do restante deste documento e´ apresentada a seguir.
No Capı´tulo 2 discute-se a coordenac¸a˜o semafo´rica, problema abordado ao longo da tese. Sa˜o
apresentados te´cnicas de coordenac¸a˜o, modelos de filas e sistemas de controle existentes na literatura.
O Capı´tulo 3 apresenta os sistemas hı´bridos. O formalismo adotado neste trabalho e´ descrito, no
caso os autoˆmatos hı´bridos. Exemplos de sistemas hı´bridos e um breve histo´rico da pesquisa nesta
a´rea tambe´m sa˜o citados.
Os resultados obtidos ao estudar os sistemas de tra´fego como sistemas hı´bridos esta˜o no Capı´tulo 4.
Uma proposta de modelagem para os sistemas atrave´s dos autoˆmatos hı´bridos, bem como resultados
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de simulac¸a˜o e verificac¸a˜o obtidos atrave´s da ferramenta CheckMate tambe´m sa˜o apresentados neste
capı´tulo.
No Capı´tulo 5 a a´lgebra max-plus e´ estudada. Sa˜o apresentados os conceitos ba´sicos relacionados
com o formalismo. Ale´m disso, conceitos relacionados aos semimo´dulos (A,B)-invariantes tambe´m
sa˜o descritos.
O Capı´tulo 6 apresenta os resultados referentes a` modelagem dos sistemas de tra´fego atrave´s da
a´lgebra max-plus. Ale´m da metodologia para modelagem e controle, diversos resultados de simulac¸a˜o
sa˜o apresentados neste capı´tulo.
O Capı´tulo 7 apresenta as concluso˜es e algumas perspectivas futuras para a continuac¸a˜o deste
trabalho.
Por fim, o Apeˆndice A conte´m uma lista de diversos termos e conceitos correntes da literutura de
tra´fego.
Capı´tulo 2
Coordenac¸a˜o Semafo´rica
Conforme visto no capı´tulo anterior, a sincronizac¸a˜o entre sema´foros de intersec¸o˜es vizinhas e´
um aspecto importante a considerar no controle de tra´fego urbano, pois permite uma progressa˜o de
peloto˜es de veı´culos sem necessidade de parada em cada intersec¸a˜o, minimizando a poluic¸a˜o e gasto
de combustı´vel, ale´m de aumentar o conforto dos motoristas.
Este capı´tulo apresenta o detalhamento do problema de coordenac¸a˜o e uma revisa˜o das te´cnicas
empregadas na soluc¸a˜o do problema.
2.1 Coordenac¸a˜o entre Intersec¸o˜es
Quando intersec¸o˜es semaforizadas sa˜o localizadas nas proximidades de outras, o controle de cada
intersec¸a˜o isoladamente interfere no comportamento de chegada de veı´culos nas outras intersec¸o˜es.
Estas chegadas deixam de ser randoˆmicas, ocorrendo na forma de peloto˜es nas intersec¸o˜es a jusante.
Os peloto˜es sa˜o criados pela descarga da fila de veı´culos formada durante a indicac¸a˜o semafo´rica
vermelha. Quando a distaˆncia entre intersec¸o˜es na˜o e´ grande o suficiente para que ocorra dispersa˜o,
considera-se que o pelota˜o gerado na intersec¸a˜o a montante chega inalterado na intersec¸a˜o a jusante.
Este comportamento motiva a tentativa de coordenar sema´foros de forma a privilegiar a passagem
destes peloto˜es, [Cervantes, 2005].
A B
Figura 2.1: Situac¸a˜o desejada para coordenac¸a˜o entre intersec¸o˜es
A Figura 2.1 ilustra uma situac¸a˜o modelada em muitas te´cnicas de coordenac¸a˜o entre intersec¸o˜es.
Deseja-se que o carro A alcanc¸e o carro B no exato instante que este comec¸a a se mover, ou seja,
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busca-se uma coordenac¸a˜o entre as intersec¸o˜es de maneira que os veı´culos que partem a montante
encontrem o final da fila a jusante no exato momento em que ela comec¸a a se movimentar, evitando
assim uma parada. Uma varia´vel importante nestas te´cnicas e´ a fila formada nas linhas de parada.
Uma discussa˜o sobre as filas e´ apresentada na sec¸a˜o 2.3.
Entretanto, em outras te´cnicas, busca-se a ocorreˆncia do fenoˆmeno conhecido como onda verde,
onde a fila na˜o e´ a principal varia´vel. A onda verde acontece quando os sema´foros sa˜o coordenados
de maneira que um veı´culo que receba sinal verde em um extremo de uma arterial, trafegando em
velocidade pre´-determinada, possa percorreˆ-la ate´ a outra extremidade sem parar em nenhum sinal
vermelho durante o trajeto. Para que isto ocorra o tempo de ciclo tem que ser o mesmo em todas as
intersec¸o˜es do trajeto e na˜o podem existir filas longas nos cruzamentos a jusante.
As te´cnicas de coordenac¸a˜o podem ser classificadas quanto aos crite´rios utilizados para obter
coordenac¸a˜o de sema´foros. Baseado na literatura, e´ possı´vel dividir as te´cnicas de coordenac¸a˜o em
dois grandes grupos [Carlson, 2006]:
1. Te´cnicas que realizam maximizac¸a˜o de largura de banda.
2. Te´cnicas que otimizam algum crite´rio de tra´fego, como atraso e nu´mero de paradas.
2.2 Te´cnicas de Coordenac¸a˜o
A distaˆncia temporal entre a linha imagina´ria do percurso do primeiro e do u´ltimo veı´culo que
passam desimpedidos por todos os sema´foros de uma via arterial e´ denominada largura de banda de
verde. Te´cnicas que procuram tirar o ma´ximo proveito do tempo de verde no ciclo para gerac¸a˜o de
bandas sa˜o conhecidas por te´cnicas de maximizac¸a˜o de banda de verde [Morgan e Little, 1964]. A
Figura 2.2 apresenta um diagrama espac¸o-tempo para uma arterial. As linhas horizontais indicam
os ciclos ao longo do tempo. As barras diagonais mostram a banda de verde em ambos os sentidos
da arterial, limitada pelas trajeto´rias do primeiro e do u´ltimo veı´culo que usufruem da banda. A
inclinac¸a˜o da reta representa a velocidade dos veı´culos.
Com base em dados geome´tricos da via, tempo de ciclo e de porcentagens de verde, as te´cnicas de
maximizac¸a˜o da largura de banda obteˆm valores de defasagem que proporcionam as chamadas ondas
verdes. Trabalhos de destaque referente a maximizac¸a˜o de banda verde para arteriais sa˜o os propostos
por Morgan e Little [1964] e Little [1966].
O programa MAXBAND [Little et al., 1981] implementa a resoluc¸a˜o de um programa inteiro
misto como o desenvolvido por Little [1966], mas com adic¸o˜es a` formulac¸a˜o original. MAXBAND
obte´m a coordenac¸a˜o que maximiza bandas em ambos os sentidos. A partir do MAXBAND foi
desenvolvido o programa MULTIBAND [Gartner et al., 1990], que e´ uma proposta que procura com-
binar as vantagens das te´cnicas de maximizac¸a˜o de banda e da otimizac¸a˜o de crite´rios de tra´fego
simultaneamente em um modelo de otimizac¸a˜o.
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Fonte: Cervantes [2005]
Figura 2.2: Diagrama espac¸o-tempo
Em Carlson [2006] e´ apresentada uma estrate´gia de controle em tempo real que calcula defasagens
para obtenc¸a˜o de larguras ma´ximas de banda. Este trabalho mescla o me´todo de Morgan e Little
[1964] com a estrate´gia de controle em tempo real TUC (Traffic-Responsive Urban Control) [Diakaki
et al., 2003]. A estrate´gia proposta no TUC implementa o controle de porcentagens de verde, ciclo
e defasagem. O trabalho de Carlson [2006] aplica o me´todo de Morgan e Little [1964] para calcular
defasagens que proporcionem larguras ma´ximas de banda.
O favorecimento da progressa˜o de veı´culos por meio de ondas verdes obtidas atrave´s das te´cnicas
de maximizac¸a˜o de largura de banda e´ de fa´cil e intuitiva assimilac¸a˜o por operadores e motoris-
tas, e e´ largamente utilizada. Diagramas espac¸o-tempo, como ilustrado na Figura 2.2, permitem a
visualizac¸a˜o do resultado. Estas te´cnicas utilizam poucos dados de entrada, quando sa˜o comparadas
as te´cnicas que otimizam crite´rios de tra´fego. Entretanto, o favorecimento da progressa˜o na arterial
na˜o pode ser tal que prejudique em demasia as vias transversais. A adoc¸a˜o de planos obtidos por
banda ma´xima e´ satisfato´ria quando o volume de tra´fego esta´ baixo, e de pouco utilidade quando
esta´ alto. Ale´m disso, o desempenho de sistemas que empregam a maximizac¸a˜o de banda e´ melhor
quando poucos veı´culos fazem conversa˜o das vias secunda´rias para arterial, ou seja, quando o fluxo e´
predominante na arterial [Carlson, 2006].
O segundo grupo de te´cnicas de coordenac¸a˜o contempla as te´cnicas que otimizam crite´rios de
tra´fego, por exemplo, te´cnicas que buscam minimizar o atraso veicular ou o nu´mero de paradas. O
me´todo mais difundido deste grupo e´ o TRANSYT [Robertson, 1969].
O crite´rio atraso veicular acumulado esta´ diretamente relacionado a` formac¸a˜o de filas. Ele avalia
o desempenho do tra´fego atrave´s do nu´mero de veı´culos parados em fila. Assim, quanto maior a fila,
maior o atraso. A formac¸a˜o de filas nas intersec¸o˜es ocorre em duas situac¸o˜es:
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• durante o vermelho, quando os veı´culos sa˜o obrigados a parar; e
• quando a raza˜o de chegadas e´ maior do que a capacidade de descarga da via durante o tempo
de verde do sema´foro.
O processo de ca´lculo do atraso depende do conhecimento da varia´vel nu´mero de veı´culos em
fila, e para quantifica´-la e´ necessa´rio conhecer o fluxo de veı´culos nas vias. Este fluxo pode ser
obtido diretamente das contagens realizadas por sensores localizados nas vias ou manualmente por
levantamento de dados histo´ricos.
Nos algoritmos de tempo fixo e de controle atuado 1 onde a varia´vel offset (ver Apeˆndice A) e´
definida, o crite´rio atraso veicular esta´ relacionado com ela. Isto ocorre pois um ajuste sincronizado
dos sema´foros adjacentes pode proporcionar uma diminuic¸a˜o no tamanho da fila em uma via arterial.
O crite´rio nu´mero de paradas e´ obtido pela avaliac¸a˜o da quantidade de todo tra´fego que sofre
atraso, ou seja, quando se tem veı´culos parados em fila existe contribuic¸a˜o para o nu´mero de paradas.
As seguintes situac¸o˜es devem ser consideradas quando ocorre uma parada de veı´culo [Cervantes,
2005]:
• quando a fila esta´ sob indicac¸a˜o semafo´rica vermelha: todos os veı´culos parados em fila con-
tribuem para o nu´mero de paradas;
• quando os veı´culos encontram o final da fila e esta ja´ recebeu indicac¸a˜o semafo´rica verde: os
veı´culos que por ventura, pararem ao encontrar o final da fila ainda parada e os veı´culos que
na˜o conseguirem cruzar a intersec¸a˜o dentro da indicac¸a˜o verde, contribuem para o nu´mero de
paradas;
• quando a fila existente e´ descarregada, mas o veı´culo recebe indicac¸a˜o semafo´rica vermelha
ao chegar pro´ximo a linha de parada: neste caso os veı´culos que na˜o conseguem atravessar a
intersec¸a˜o contribuem para o nu´mero de paradas.
Ale´m dos crite´rios atraso veicular e nu´mero de paradas, e´ possı´vel medir o consumo de com-
bustı´vel e poluic¸a˜o atmosfe´rica. Entretanto, estes crite´rios sa˜o aspectos que surgem como con-
sequ¨eˆncia dos atrasos e paradas, quando os veı´culos sa˜o obrigados a desacelerar, parar e acelerar
novamente. Ale´m disso, os crite´rios de atraso e parada sa˜o utilizados algumas vezes em conjunto, e
outras vezes apenas o atraso.
A pro´xima sec¸a˜o discute alguns modelos de filas utilizados nas te´cnicas que minimizam algum
crite´rio de tra´fego.
1Estrate´gias de controle atuado monitoram o tra´fego, e com base nos dados coletados realizam, frequ¨entemente, proce-
dimentos de otimizac¸a˜o para ajustar os tempos semafo´ricos. No caso dos algoritmos de tempo fixo os tempos semafo´ricos
na˜o se adaptam a`s alterac¸o˜es do tra´fego em tempo real.
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2.3 Modelos de Filas
Como citado na sec¸a˜o anterior, dois crite´rios de tra´fego que frequ¨entemente sa˜o minimizados em
algumas te´cnicas de coordenac¸a˜o de sema´foros sa˜o o atraso veicular e o nu´mero de paradas. Os dois
crite´rios sa˜o medidos em func¸a˜o da fila formada nas intersec¸o˜es.
A evoluc¸a˜o determinı´stica das filas pode ser descrita pela equac¸a˜o de estados apresentada a seguir:
x(t) = x(t−1)+ a(t, t−1)−d(t, t−1) (2.1)
onde x(t) e´ a quantidade de veı´culos em fila no tempo t, a(t, t−1) e´ o nu´mero de veı´culos que chegam
no intervalo de tempo (t, t−1) e d(t, t−1) e´ o nu´mero de veı´culos que partem no intervalo de tempo
(t, t−1). Expressando em palavras, pode-se dizer que a fila, em um determinado intervalo de tempo,
e´ igual ao nu´mero de veı´culos que existia na fila no tempo anterior somado ao nu´mero de veı´culos
que chegam, menos o nu´mero de veı´culos que partem do ponto de refereˆncia utilizado.
A descarga de filas e´ realizada a uma taxa ma´xima igual ao fluxo de saturac¸a˜o da via. A descarga
Qs da fila pode ocorrer em treˆs situac¸o˜es, [Cervantes, 2005]:
1. Quando a durac¸a˜o do tempo de verde e´ suficiente e justo para descarregar a fila formada durante
o tempo de vermelho da via. Este e´ o caso saturado pois o fluxo veicular esta´ no limite da
capacidade da intersec¸a˜o, ou seja, a descarga Qs ocorre ate´ o final do tempo de verde. O gra´fico
a` esquerda da Figura 2.3 ilustra esta situac¸a˜o.
2. Quando a descarga Qs termina antes do te´rmino do tempo de verde o sistema e´ dito na˜o-
saturado, e neste caso, sobra tempo para descarregar o pelota˜o que chega da via a montante,
como e´ possı´vel verificar no gra´fico a` direita da Figura 2.3.
3. Uma terceira situac¸a˜o ocorre quando a descarga na˜o e´ finalizada no tempo de verde, restando
assim uma fila residual para o pro´ximo tempo de vermelho. Este sistema e´ chamado sobre-
saturado.
Os modelos mais utilizados para descrever a formac¸a˜o e descarga de filas sa˜o o modelo de fila
vertical e o modelo de fila horizontal, e sera˜o apresentados a seguir.
2.3.1 Modelo de Fila Vertical
Duas simplificac¸o˜es crı´ticas sa˜o adicionadas aos modelos de fila para avaliar o atraso em interse-
c¸o˜es semaforizadas:
1. A hipo´tese que os veı´culos podem desacelerar e acelerar instantaneamente.
2. A hipo´tese que os veı´culos param em fila verticalmente, ou seja, os veı´culos atravessam todo o
comprimento da via ate´ chegarem na linha de parada, onde formam a fila.
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Figura 2.3: Formac¸a˜o e descarga de filas
A primeira hipo´tese implica na conversa˜o dos atrasos de acelerac¸a˜o e desacelerac¸a˜o em atraso de
parada. Desta maneira a diminuic¸a˜o da velocidade e´ considerada como se os veı´culos ja´ estivessem
parados. ´E preciso salientar que devido a hipo´tese de fila vertical, na˜o e´ possı´vel obter diretamente o
comprimento da fila. Isto se deve ao fato que os veı´culos parecem parar mais tarde do que realmente
aconteceria na pra´tica.
O modelo de fila vertical assume uma raza˜o de chegadas cumulativas e uma raza˜o de partida
inicialmente igual a` taxa de descarga. Uma vez que a fila ja´ foi descarregada a taxa de partida torna-
se igual a taxa de chegada. Este fenoˆmeno pode ser observado na Figura 2.4 [Cervantes, 2005], onde
a curva de chegadas representa o nu´mero de veı´culos que chegariam na intersec¸a˜o se na˜o sofressem
parada no sema´foro, enquanto a curva de partida representa o nu´mero de veı´culos que deixam a
intersec¸a˜o. A distaˆncia vertical entre a curva de chegada e a curva de partida representa o nu´mero de
veı´culos que na˜o conseguem atravessar a intersec¸a˜o e portanto, param na linha de parada em fila. Por
outro lado, a distaˆncia horizontal representa o tempo gasto por um veı´culo esperando na fila [Kang,
2000].
Atrave´s da Figura 2.4 e´ possı´vel identificar treˆs perı´odos distintos de evoluc¸a˜o no tamanho da fila,
durante um comprimento de ciclo:
1. O primeiro perı´odo corresponde a um intervalo durante o qual a curva de partida e´ horizontal.
Neste caso a indicac¸a˜o semafo´rica esta´ vermelha e o tra´fego na˜o pode atravessar a linha de
parada, resultando no crescimento da fila.
2. Durante o segundo perı´odo a fila comec¸a a ser descarregada com uma raza˜o igual ao fluxo de
saturac¸a˜o. Isto ocorre na primeira porc¸a˜o da fase de verde.
3. O u´ltimo perı´odo so´ ocorre no caso na˜o-saturado, onde todas as chegadas atravessam a linha de
parada sem sofrer atraso. Neste caso a fila formada durante tempo de vermelho foi completa-
mente dissipada.
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Fonte: Cervantes [2005]
Figura 2.4: Chegadas e partidas de veı´culos acumulados para um caso ideal
O atraso total em um ciclo e´ estimado atrave´s do ca´lculo da a´rea entre as curvas de chegada e de
partida. Atrave´s da Figura 2.5 e´ possı´vel observar que a fila atinge o valor ma´ximo imediatamente
antes do inı´cio do tempo de verde efetivo. O tempo requerido para descarregar totalmente a fila e´
dado como uma func¸a˜o da diferenc¸a entre a raza˜o de chegada em que os veı´culos chegam ao final da
fila e a raza˜o de descarga enquanto eles cruzam a linha de parada [Cervantes, 2005].
2.3.2 Modelo de Fila Horizontal
A Figura 2.6 representa o modelo de fila horizontal utilizado no algoritmo SCOOT [Hunt et al.,
1982]. A Figura 2.6 foi adaptada por Cervantes [2005].
Um detector e´ localizado logo apo´s a linha de parada da intersec¸a˜o a montante, e desta forma todos
os veı´culos que chegam na via sa˜o detectados. Conhecendo-se o comprimento da via e a velocidade
me´dia de percurso dos veı´culos, torna-se possı´vel determinar o tempo que os veı´culos va˜o gastar para
chegar na linha de parada da intersec¸a˜o em ana´lise (tempo τ na Figura 2.6). ´E necessa´rio definir um
tamanho me´dio para os veı´culos. Enta˜o sa˜o criadas duas varia´veis:
• B(t) que define o final da fila, e e´ dado em metros e valor inicial zero.
• F(t) que define o inı´cio da fila, tambe´m dado em metros e valor inicial zero.
Quando o sema´foro encontrar-se na indicac¸a˜o vermelha B(t) comec¸a a ter valores crescentes,
pois os veı´culos comec¸am a parar um atra´s do outro. Depois F(t) comec¸a a crescer (para tra´s, em
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Fonte: Cervantes [2005]
Figura 2.5: Modelo de fila vertical
distaˆncia) quando o sema´foro abre e a fila comec¸a a descarregar. Seus valores sa˜o crescentes ate´
encontrar o final da fila, e enta˜o B(t) = F(t), quando as duas sa˜o levadas a zero. Isto significa que os
veı´culos que continuarem chegando na˜o tera˜o mais que parar em fila.
Atrave´s desta abordagem e´ possı´vel modelar o comportamento de formac¸a˜o de filas e chegada de
veı´culos na fila em diferentes pontos da via.
2.3.3 Comparac¸a˜o Entre os Modelos de Fila Vertical e Horizontal
Os modelos de filas verticais na˜o representam o espac¸o fı´sico ocupado pelos veı´culos, apenas
retornam o nu´mero de veı´culos parados e seu atraso. Por outro lado, o modelo de fila horizontal per-
mite representar o espac¸o fı´sico, e portanto e´ indicado para modelar congestionamentos e bloqueios.
Apesar destas diferenc¸as os modelos podem ser comparados.
Os modelos de fila vertical e horizontal sa˜o equivalentes para o caso do sistema na˜o saturado
[Cervantes, 2005]. Ao observar a Figura 2.7 e´ possı´vel observar que as linhas A, B, C, D e E, que re-
presentam as trajeto´rias de veı´culos que se aproximam da linha de parada com velocidade de cruzeiro,
sa˜o as mesmas fora da regia˜o sombreada, e isto e´ esperado pois os dois modelos devem representar a
fila. A principal diferenc¸a entre os modelos esta´ no fato do modelo horizontal, ao modelar a ocupac¸a˜o
espacial dos veı´culos, permitir a obtenc¸a˜o com maior precisa˜o e de forma explı´cita da localizac¸a˜o do
u´ltimo veı´culo em fila, dado importante para algumas te´cnicas de coordenac¸a˜o.
2.4 A Coordenac¸a˜o em Sistemas Integrados de Controle de Tra´fego
Ale´m da coordenac¸a˜o, outro problema importante no controle de tra´fego e´ o ca´lculo dos tempos
semafo´ricos. Propostas teˆm sido apresentadas na literatura para resolver de forma integrada os dois
problemas de controle.
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Fonte: Cervantes [2005]
Figura 2.6: Fila horizontal
Para embasar esta discussa˜o, e´ importante definir os conceitos de ciclo, offset e split (para uma
revisa˜o dos conceitos de tra´fego ver Apeˆndice A). Um ciclo corresponde ao intervalo de tempo entre
o inı´cio do esta´gio principal de uma intersec¸a˜o e o instante em que ele se inicia novamente, tendo
ocorrido outros esta´gios neste perı´odo de tempo. A diferenc¸a de tempo entre o inı´cio de esta´gios
pre´-determinados de duas intersec¸o˜es consecutivas e´ denominada offset e a divisa˜o do tempo de verde
de uma intersec¸a˜o entre seus esta´gios e´ definida pelo split.
Os sistemas de controle de tra´fego sa˜o classificados como sistemas de controle de tempo fixo ou
sistemas de controle em tempo real (tambe´m chamados sistemas atuados pelo tra´fego). Planos de
tempo fixo sa˜o baseados em fluxos de tra´fego me´dios para um perı´odo de tempo em que eles esta˜o
operacionais. Entretanto, planos fixos na˜o se adaptam em tempo real a`s alterac¸o˜es dos padro˜es de
fluxo, pois na˜o levam em conta a detecc¸a˜o de tra´fego em tempo real.
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Fonte: Cervantes [2005]
Figura 2.7: Comparac¸a˜o entre fila vertical e horizontal
O exemplo mais conhecido de sistema de controle de tempo fixo e´ o TRANSYT [Robertson,
1969]. A coordenac¸a˜o dos tempos semafo´ricos entre intersec¸o˜es e´ obtida atrave´s da otimizac¸a˜o dos
offsets entre intersec¸o˜es adjacentes, levando em conta os fluxos que ocorrem na malha via´ria. Os
planos semafo´ricos fixos especificam o tamanho das fases, tempo de ciclo e offset para cada intersec¸a˜o
sinalizada do sistema de controle de tra´fego urbano.
Os sistemas de controle em tempo real surgiram para suprir as deficieˆncias encontradas no con-
trole a tempo fixo, como por exemplo o envelhecimento dos planos semafo´ricos. Os sistemas de
controle em tempo real podem ser cı´clicos ou acı´clicos [Carlson, 2006].
Os sistemas cı´clicos calculam os tempos semafo´ricos com base nos conceitos de ciclo, offset
e split. O ca´lculo destes tempos sa˜o baseados em informac¸o˜es recebidas de detectores veicula-
res. Conhecendo-se o perfil do tra´fego e´ possı´vel ajustar os valores de split e offset a fim de obter
2. Coordenac¸a˜o Semafo´rica 16
coordenac¸a˜o e minimizar algum crite´rio de tra´fego, como o tamanho das filas, o nu´mero de paradas
ou atraso veicular. Exemplos de sistemas de controle em tempo real cı´clicos sa˜o o SCOOT (Split,
Cycle, and Offset Optimisation Technique) [Hunt et al., 1982, 1981], SCATS (Sydney Co-ordinated
Adaptive Traffic System) [Lowrie, 1982] e TUC (Traffic-responsive Urban Control) [Diakaki et al.,
2003; Dinopoulou et al., 2000].
Os sistemas acı´clicos na˜o se baseiam nestes conceitos e decidem a cada intervalo de controle
(tipicamente em torno de 4 segundos) se o estado do sema´foro deve ser mantido ou trocado, deter-
minando assim que fases tem direito de passagem. Estes sistemas utilizam te´cnicas de otimizac¸a˜o
e predic¸a˜o em conjunto com a te´cnica de horizonte deslizante. O horizonte deslizante e´ construı´do
utilizando um modelo de tra´fego e medidas dos sensores. A cada perı´odo de controle, n perı´odos de
controle futuros sa˜o simulados e uma a´rvore de decisa˜o e´ construı´da. A simulac¸a˜o considera todas as
possibilidades de mudanc¸a de sinal e as restric¸o˜es de verdes mı´nimos e ma´ximos. ´E realizada durante
o perı´odo de controle vigente para que a decisa˜o seja aplicada no perı´odo seguinte. A cada novo
perı´odo o horizonte deslizante e´ reconstruı´do.
Exemplos de sistemas de controle acı´clicos sa˜o o PRODYN [Farges et al., 1983], OPAC (Opti-
mization Policies for Adaptive Control) [Gartner, 1983], CRONOS (ContROl of Networks by Opti-
mization of Switchovers)[Boillot et al., 1992] e o ALLONS-D (Adaptive Limited Lookahead Opti-
mization of Network Signals – Decentralized Version) [Porche et al., 1996],
Conforme ressaltado neste capı´tulo, o problema tratado nesta tese e´ o da coordenac¸a˜o semafo´rica,
e na˜o do projeto dos tempos semafo´ricos. O objetivo e´ desenvolver ferramentas para a ana´lise e
sı´ntese de coordenac¸a˜o. Estas ferramentas esta˜o normalmente embutidas nos me´todos cı´clicos, e sa˜o
importantes em processos iterativos para melhorar o ajuste do controle como um todo.
2.5 Conclusa˜o
Neste capı´tulo discutiu-se alguns conceitos relacionados a` coordenac¸a˜o semafo´rica. As te´cnicas
de coordenac¸a˜o foram classificadas em dois grupos: as que minimizam algum crite´rio de tra´fego e as
que maximizam a larguram de banda. Os modelos de filas que podem ser utilizados pelas te´cnicas
tambe´m foram apresentados. Ale´m disso, alguns sistemas integrados de controle de tra´fego tambe´m
foram citados.
Como citado no Capı´tulo 1, os objetivos desta tese sa˜o investigar te´cnicas de ana´lise e controle de
sistemas a eventos discretos e sistemas hı´bridos para resolver o problema de coordenac¸a˜o semafo´rica.
Primeiramente, os sistemas de tra´fego urbano sera˜o analisados como sistemas hı´bridos, entretanto,
antes disso e´ necessa´rio conhecer alguns conceitos referentes a` modelagem e ana´lise dos sistemas
hı´bridos.
Uma introduc¸a˜o aos sistemas hı´bridos e´ apresentada no Capı´tulo 3, onde o formalismo de modela-
gem utilizado nesta tese, o autoˆmato hı´brido, tambe´m e discutido. Ale´m disso, aspectos relacionados
a` verificac¸a˜o formal de propriedades tambe´m sa˜o abordados. Estes conceitos sa˜o necessa´rios para
entender a proposta de modelagem apresentada no Capı´tulo 4.
Capı´tulo 3
Sistemas Hı´bridos
No Capı´tulo 1 afirmou-se que os sistemas de tra´fego urbano podem ser classificados como sis-
temas hı´bridos. Sistemas hı´bridos sa˜o sistemas que possuem tanto dinaˆmicas contı´nuas quanto di-
naˆmicas discretas. As dinaˆmicas na˜o apenas coexistem e sim interagem, mudanc¸as ocorrendo tanto
em resposta a eventos discretos como em resposta a dinaˆmicas descritas por equac¸o˜es contı´nuas no
tempo [van der Schaft e Schumacher, 2000].
Os primeiros modelos desenvolvidos para representar os processos fı´sicos tratavam separada-
mente as dinaˆmicas contı´nuas e discretas. Isto implicava modelos mais simples do sistema, pore´m
na˜o representavam adequadamente a natureza hı´brida dos processos. ´E importante a utilizac¸a˜o de
modelos que representem os diferentes fenoˆmenos fı´sicos, contı´nuos e discretos, de forma integrada,
representando o seu comportamento da forma mais completa.
Este capı´tulo tem o intuito de apresentar os sistemas hı´bridos. Sera´ apresentado um exemplo, um
breve histo´rico e o autoˆmato hı´brido, formalismo adotado neste trabalho para modelar os sistemas de
tra´fego urbano. Ale´m disso, aspectos de verificac¸a˜o de sistemas hı´bridos tambe´m sera˜o abordados.
3.1 Exemplo de um Sistema Hı´brido
Um termostato para controlar a temperatura de um quarto e´ um bom exemplo para ilustrar um sis-
tema hı´brido [Dang, 2000]. Um termostato consiste de um aquecedor e um termoˆmetro. O aquecedor
fica ligado enquanto a temperatura esta´ abaixo de um valor θM . Quando o termoˆmetro detecta o valor
θM o aquecedor e´ desligado, permanecendo assim ate´ que a temperatura atinja o valor θm. ´E possı´vel
pensar que a temperatura do quarto e o termostato sa˜o sistemas dinaˆmicos, e cujo estado e´ definido
pela temperatura do quarto x (que evolui continuamente) e o modo de operac¸a˜o do termostato (que
evolui discretamente) pode estar ligado ou desligado. A evoluc¸a˜o da temperatura pode ser descrita
pelas seguintes equac¸o˜es:
x˙ =
{
f1(x) =−x+ 4 se o aquecedor esta´ ligado,
f2(x) =−x caso contra´rio.
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x˙ = f2(x)
ligado
x˙ = f1(x)
desligado
x = θM
x = θm
Figura 3.1: Modelo para o termostato
desligado
x
tt3t2t10
ligado ligado
θM
θ0
θm
desligado
Figura 3.2: Trajeto´ria para a temperatura do quarto
O termostato pode ser representado graficamente como um grafo dirigido, cujos ve´rtices repre-
sentam os dois modos de operac¸a˜o (ligado e desligado), conforme mostra a Figura 3.1. As condic¸o˜es
de chaveamento entre os modos ligado e desligado sa˜o associadas aos arcos do grafo.
Um problema de verificac¸a˜o para este sistema seria, por exemplo, garantir que a temperatura
sempre permanece em um intervalo desejado, que pode ser m≤ x≤M.
Neste exemplo simples, para uma dada condic¸a˜o inicial x(0) = θ a soluc¸a˜o da equac¸a˜o diferencial
nos modos ligado e desligado sa˜o, respectivamente x(t) = θe−t + 4(1− e−t) e x(t) = θe−t .
´E possı´vel descrever um possı´vel cena´rio do comportamento do sistema partindo de um estado
inicial onde a temperatura e´ x = θ0 e o modo de operac¸a˜o do termostato e´ ligado. Supondo que a
temperatura inicial esta´ contida no intervalo desejado, isto e´ m ≤ θ0 ≤ M, o aquecedor inicialmente
esta´ ligado e a temperatura evolui segundo a seguinte equac¸a˜o:
x(t) = θ0e−t + 4(1− e−t).
Incrementando o tempo, a temperatura atinge o valor θM apo´s o tempo t1, e o aquecedor e´ desli-
gado. A temperatura passa a ser governada pela equac¸a˜o do modo desligado, que e´ descrita como:
x(t + t1) = θMe−t+t1 .
A temperatura decresce ate´ θm e o aquecedor e´ novamente ligado, como mostra a Figura 3.2. ´E
possı´vel perceber que a trajeto´ria da temperatura alterna entre as duas fases correspondentes aos dois
modos de operac¸a˜o do termostato.
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Percebe-se que o termostato satisfaz a propriedade m ≤ x ≤ M somente se os thresholds, ou
eventos de limiar, satisfazem a seguinte condic¸a˜o: θm ≥ m∧ θM ≤ M. Entretanto, o problema de
verificac¸a˜o pode ser resolvido de maneira analı´tica somente quando as soluc¸o˜es para as equac¸o˜es
diferenciais sa˜o conhecidas. Em casos mais gerais, simulac¸o˜es nume´ricas sa˜o utilizadas para obter
uma aproximac¸a˜o do comportamento do sistema para um dado estado.
Para muitos sistemas, o estado da arte em te´cnicas de simulac¸a˜o permite que a soluc¸a˜o aproximada
seja ta˜o pro´xima quanto se queira da soluc¸a˜o exata. Entretanto, na pra´tica as condic¸o˜es iniciais na˜o
sa˜o conhecidas de maneira exata, sabe-se apenas um intervalo onde elas esta˜o contidas. Consequ¨ente-
mente, ao inve´s de ser considerada uma trajeto´ria simples e´ necessa´rio considerar um nu´mero infinito
de trajeto´rias. Neste caso a abordagem de simulac¸a˜o na˜o e´ adequada para verificac¸a˜o de propriedades
de sistemas, e sa˜o necessa´rios me´todos rigorosos que possam caracterizar todos possı´veis compor-
tamentos do sistema. Outros exemplos de sistemas hı´bridos pode ser encontrados em Dang [2000];
Tomlin et al. [2003].
3.2 Estudos em Sistemas Hı´bridos
O estudo de sistemas hı´bridos tornou-se popular recentemente, mas os trabalhos pioneiros foram
na de´cada de 60. A primeira refereˆncia direta aos sistemas hı´bridos e´ o trabalho de Witsenhausen
[1966], onde o autor trata um problema de controle o´timo para uma classe de sistemas dinaˆmicos
de tempo contı´nuo. Este trabalho foi seguido por Pavlidis [1967], que estudou estabilidade de siste-
mas com impulsos utilizando func¸o˜es de Lyapunov. O primeiro autor a defender o desenvolvimento
de linguagens de simulac¸a˜o para sistemas que combinam dinaˆmicas contı´nuas com dinaˆmicas de
eventos discretos foi Fahrland [1970]. Cellier [1979] iniciou a incorporac¸a˜o das dinaˆmicas discre-
tas na simulac¸a˜o de sistemas contı´nuos, ale´m de ser um dos primeiros a introduzir um conceito de
estruturac¸a˜o para sistemas hı´bridos. Ale´m destes, outros trabalhos de sistemas hı´bridos se seguiram:
Johnson [1981] abordou modelos analı´ticos de processos com mu´ltiplos esta´gios, Wimpey [1982] uti-
lizou controladores de estados finitos para processos contı´nuos de tempo discreto. Ezzine e Haddad
[1989] examinaram estabilidade, controlabilidade e observabilidade de uma classe restrita de sistemas
hı´bridos, os sistemas lineares chaveados.
A partir do final dos anos 80 houve uma renovac¸a˜o em relac¸a˜o ao interesse pelos estudos sobre
sistemas hı´bridos junto a` comunidade de sistemas de controle. Isto se deveu ao desenvolvimento
de pesquisas sobre controle de sistemas a eventos discretos, que ocorreu no final dos anos 80, ao
surgimento do controle adaptivo nos anos 70 e 80 e ao renovado interesse em formulac¸o˜es de controle
o´timo [Antsaklis, 2000].
Motivado pelo problema de modelagem de sistemas com histerese, Tavernini [1987] utilizou
autoˆmatos diferenciais para modelar sistemas hı´bridos e apresentou soluc¸o˜es para problemas com
valor inicial e suas aproximac¸o˜es nume´ricas. Back et al. [1993] se basearam no modelo de Taver-
nini e introduziram um formalismo que modela chaveamentos e saltos autoˆnomos e e´ adequado para
simulac¸a˜o nume´rica. Nerode e Kohn [1993] introduziram uma abordagem da teoria de autoˆmatos para
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sistemas compostos de autoˆmatos finitos e equac¸o˜es diferenciais que interagem entre si. Uma abor-
dagem de sistemas dinaˆmicos a eventos discretos para sistemas hı´bridos foi introduzida por Antsaklis
et al. [1993]; Brockett [1993] combinou equac¸o˜es diferenciais e fenoˆmenos discretos para descrever
sistemas de movimento. Os autoˆmatos hı´bridos, que sa˜o uma extensa˜o dos autoˆmatos temporizados,
foram introduzidos por Alur et al. [1993] e Alur e Dill [1994]. Benveniste [1996] propoˆs uma abor-
dagem para modelagem de sistemas hı´bridos com eˆnfase na componibilidade dos seus componentes.
Modelos de sistemas unificados, que capturam todos os fenoˆmenos discretos que surgem em sistemas
hı´bridos foram introduzidos por Branicky [1996].
Os sistemas hı´bridos compreendem uma a´rea desafiadora tanto na cieˆncia da computac¸a˜o quanto
na teoria de controle. Segundo Miranda [2003] as abordagens para sistemas hı´bridos diferem em
relac¸a˜o a` eˆnfase ou a` complexidade das dinaˆmicas contı´nuas e discretas que essas abordagens tratam
e se enfatizam resultados de ana´lise e sı´ntese, ou somente ana´lise ou verificac¸a˜o.
Em um extremo do espectro existem abordagens que buscam estender a teoria cla´ssica de sis-
temas de tempo contı´nuo (descritos atrave´s de equac¸o˜es diferenciais ordina´rias) de forma a incluir
varia´veis de tempo discreto ou varia´veis que exibem saltos, ou ainda estender resultados para siste-
mas com chaveamentos. Estas abordagens sa˜o eficientes para tratar dinaˆmicas contı´nuas complexas
e sua eˆnfase tem sido o estudo de estabilidade de sistemas com descontinuidades. Alguns trabalhos
que podem ser citados sa˜o os de Lafferriere [1994] e Branicky et al. [1994].
No outro extremo do espectro esta˜o as abordagens baseadas em modelos e me´todos provenientes
da cieˆncia da computac¸a˜o e que visam estender as metodologias de verificac¸a˜o de sistemas a eventos
discretos para o contexto de sistemas hı´bridos. Estas abordagens sa˜o capazes de tratar de dinaˆmicas
discretas complexas, descritas por autoˆmatos de estados finitos, e enfatizam resultados de ana´lise
(verificac¸a˜o) e simulac¸a˜o. Em Manna e Pnueli [1992] e Joseph [1988] sa˜o apresentados trabalhos que
enfocam a verificac¸a˜o formal e em Antsaklis et al. [1995]; Grossman et al. [1993]; Maler et al. [1992]
trabalhos que enfocam sistemas hı´bridos.
Existem, ainda muitas outras metodologias adicionais que combinam conceitos de sistemas de
controle contı´nuo com conceitos de teoria de controle superviso´rio de sistemas a eventos discretos, de
forma a obter resultados de ana´lise e de sı´ntese para sistemas hı´bridos, dentre eles os trabalhos de Cury
e Krogh [1999]; Cury et al. [1998]; Raisch e O’Young [1998]. O trabalho de Leal e Cury [2004a,b]
apresenta uma abordagem para controle modular de sistemas hı´bridos que sempre leva a uma soluc¸a˜o
o´tima, onde a formulac¸a˜o do problema e´ realizada atrave´s da teoria de sistemas condic¸a˜o/evento e o
problema e´ traduzido para um problema discreto, sendo a soluc¸a˜o obtida atrave´s da teoria de sistemas
a eventos discretos.
Existem diversos formalismos para representar os sistemas hı´bridos, entre eles os autoˆmatos hı´bri-
dos [Alur et al., 1996a], as redes de Petri hı´bridas [David e Alla, 2001], as redes de Petri diferenciais
[Demongodin e Koussoulas, 1998], dentre outros. O modelo matema´tico adotado neste trabalho e´ o
autoˆmato hı´brido, que e´ detalhado na sec¸a˜o 3.3.
Segundo Leal [2005], que propo˜e uma abordagem modular para resolver o problema de controle
superviso´rio de sistemas hı´bridos, muitos autores vislumbram a utilizac¸a˜o dos sistemas hı´bridos para
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a resoluc¸a˜o de problemas especı´ficos. Algumas aplicac¸o˜es nas quais sa˜o utilizadas abordagens de
sistemas hı´bridos sa˜o citadas a seguir:
• aplicac¸o˜es automotivas, tais como em sistemas de rodovias e automo´veis inteligentes [Varaiya,
1993; Godbole e Lygeros, 1994; Puri e Varaiya, 1995b; Horowitz e Varaiya, 2000; Girard et al.,
2001], e sistemas de tra´fego urbano [Febbraro e Sacco, 2004];
• sistemas de seguranc¸a crı´tica [Livadas, 1997; Livadas e Lynch, 1998], tais como processos
nucleares, sistemas de controle de tra´fego ae´reo [Tomlin et al., 1998] e sistemas de controle de
aeronaves [Livadas et al., 2000; Seibel et al., 1999];
• sistemas de manufatura [Brandin, 1996; Pepyne e Cassandras, 2000; Villani, 2003];
• eletroˆnica de poteˆncia [Miranda, 2003].
3.3 Autoˆmatos Hı´bridos
O autoˆmato hı´brido e´ um dos poucos formalismos que, em sua representac¸a˜o gra´fica, consegue
capturar, em um u´nico modelo, as dinaˆmicas discretas e contı´nuas e a representac¸a˜o dos diferentes
modos de operac¸a˜o de sistemas reativos [Miranda, 2003].
Um autoˆmato hı´brido [Alur et al., 1996a] e´ uma ma´quina de estados finitos generalizada que e´
equipada com varia´veis contı´nuas, onde as dinaˆmicas para cada estado discreto sa˜o definidas atrave´s
de equac¸o˜es diferenciais. Transic¸o˜es entre estados sa˜o habilitadas por condic¸o˜es nos valores destas
varia´veis contı´nuas.
3.3.1 Definic¸a˜o Formal
Definic¸a˜o 3.1 (Autoˆmato Hı´brido). Um autoˆmato hı´brido e´ formalmente definido como uma tupla
A = (X ,Q, f ,H,G,R), onde:
• X ⊆Rn e´ o espac¸o de estados contı´nuo. Elementos de X sa˜o escritos como x = (x1,x2, . . . ,xn);
• Q e´ o conjunto de estados discretos, tambe´m chamados de modos de controle ou locac¸o˜es;
• f : Q → (X → Rn) atribui um campo vetorial contı´nuo em X para cada estado discreto. En-
quanto o autoˆmato hı´brido esta´ no estado discreto q a evoluc¸a˜o das varia´veis contı´nuas e´
governada por uma equac¸a˜o diferencial x˙ = f (q)(x) ou uma inclusa˜o diferencial x˙ ∈ f (q)(x);
• H : Q → 2X sa˜o as condic¸o˜es de permaneˆncia, chamadas de invariantes. H(q) e´ a condic¸a˜o
que deve ser satisfeita pelas varia´veis contı´nuas para permanecer no estado discreto q;
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• G : (Q×Q)→ 2X sa˜o as guardas de transic¸a˜o que determinam as condic¸o˜es de chaveamento
de um estado discreto para outro. Quando o autoˆmato esta´ no estado discreto q e x ∈ G(q,q′)
a transic¸a˜o de q para q′ pode ocorrer;
• R : (Q×Q)→ (X → 2X ) e´ o mapa de reset que atribui a cada transic¸a˜o uma func¸a˜o multivalor.
R(q,q′) define como a varia´vel contı´nua sera´ alterada quando o autoˆmato transitar do estado
discreto q para q′.
O significado intuitivo da Definic¸a˜o 3.1 e´ que o conjunto de estados discretos Q denota todos os
modos contı´nuos possı´veis do autoˆmato hı´brido [Dang, 2000]. O sistema pode evoluir em um estado
discreto q somente se o estado contı´nuo corrente esta´ em H(q). Estas condic¸o˜es de permaneˆncia
podem ser definidas pelas restric¸o˜es do sistema fı´sico ou deciso˜es de projeto do sistema. Enquanto
o sistema esta´ no estado discreto q, e x ∈ H(q), ele pode evoluir segundo as dinaˆmicas f (q). No
momento que ele alcanc¸a o ponto x′ ∈ G(q,q′) a transic¸a˜o do estado q para q′ esta´ habilitada e o
sistema pode chavear para o estado discreto q′. Em q′ as varia´veis contı´nuas sera˜o reiniciadas com
novos valores de acordo com R(q,q′), que se tornam os estados iniciais para a evoluc¸a˜o conforme
f (q′). Convenciona-se que se na˜o ha´ transic¸a˜o entre q e q′ enta˜o G(q,q′) e´ um conjunto vazio, e que,
se o mapa reset R(q,q) e´ a identidade, isto e´, R(q,q)(x) = x para todo x∈ X enta˜o G(q,q) = /0 porque
uma transic¸a˜o de um estado discreto para ele mesmo sem alterac¸a˜o das varia´veis contı´nuas na˜o tem
sentido.
Os autoˆmatos podem ser representados graficamente como um grafo dirigido, onde os ve´rtices
representam os estados discretos e os arcos as transic¸o˜es. As condic¸o˜es invariantes e as equac¸o˜es
diferenciais sa˜o escritas dentro dos ve´rtices. As guardas e os resets sa˜o associados aos arcos. O
autoˆmato hı´brido da Figura 3.3 ilustra esta representac¸a˜o, onde Q = {q1,q2} e x ∈ X .
Para cada ve´rtice do autoˆmato existe um modo discreto, um campo vetorial ( f1(x) para q1 e f2(x)
para q2) e uma condic¸a˜o invariante (H1 e H2). Cada arco esta´ rotulado com uma transic¸a˜o de guarda
(G12 e G21) e uma func¸a˜o de reset (R12(x) e R21(x)), como mostra a Figura 3.3.
x˙ = f2(x)x˙ = f1(x)
q1
x ∈ H1 x ∈ H2
q2
x ∈ G21|x′ := R21(x)
x ∈ G12|x′ := R12(x)
Figura 3.3: Representac¸a˜o gra´fica de um autoˆmato hı´brido
A notac¸a˜o utilizada a partir deste momento sera´ fq para f (q), Gqq′ para G(q,q′), Gq para Sq′ Gqq′ ,
Hq para H(q), H para
S
q Hq e Rqq′ para R(q,q′).
O modelo de um sistema e´ composto pelo conjunto de todos os comportamentos que ele pode
gerar. No caso de um sistema contı´nuo definido por uma equac¸a˜o diferencial, o modelo e´ definido
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pelo conjunto de todas soluc¸o˜es de seu problema de valor inicial, em outras palavras, as trajeto´rias.
Para o autoˆmato hı´brido A considera-se o comportamento temporal sobre o espac¸o de estados hı´brido
Q×X . Um estado do autoˆmato hı´brido e´ representado por um par (q,x), e uma sequ¨eˆncia finita de
estados (q,x) configura uma trajeto´ria. O par e´ formado por um estado discreto q ∈ Q e x um vetor
de X e pode ser alterado de duas maneiras:
1. Pela evoluc¸a˜o contı´nua: os valores das varia´veis contı´nuas sa˜o alterados de acordo com as
dinaˆmicas fq enquanto o estado discreto q permanece constante.
2. Pela evoluc¸a˜o discreta: o sistema modifica os estados discretos realizando uma transic¸a˜o e
possivelmente altera os valores das varia´veis contı´nuas de acordo com a func¸a˜o reset.
Sejam x,x′ ∈ X e q,q′ ∈Q e, seja α : R+ → X a soluc¸a˜o u´nica de x˙ = fq(x) com condic¸a˜o inicial
α(0) = x. A dinaˆmica q esta´ habilitada por x para o tempo t > 0 se α(t ′) ∈ Hq para todo t ′ ∈ [0, t].
Isto e´ denotado por x q,t−→. O estado (q,x′) e´ alcanc¸a´vel partindo de (q,x) pela dinaˆmica contı´nua fq
se existe um t < ∞ de modo que α(t) = x′ e α(t ′) ∈ Hq para cada 0≤ t ′ ≤ t. Neste caso diz-se que x′
e´ q-alcanc¸a´vel partindo de x e simboliza-se por x q,t−→ x′.
Um estado (q′,x′) e´ alcanc¸a´vel a partir de (q,x) atrave´s de uma transic¸a˜o discreta se x∈Gq,q′ ,x′ =
Rqq′(x) e x′ ∈Hq′ .
A Figura 3.4(a) trac¸a um autoˆmato hı´brido de treˆs estados, onde X = R2. As guardas G12, G23
sa˜o as regio˜es hachuradas da Figura 3.4(b), e a guarda G32 e´ o segmento de reta ab. Um esboc¸o
de uma trajeto´ria do autoˆmato da Figura 3.4(a), iniciando no estado (q1,x0) esta´ representado na
Figura 3.4(b). O salto de x2 para x3 e´ devido a func¸a˜o reset R23.
x ∈H1
x˙ = f1(x)
x ∈H2
x ∈H3
x˙ = f2(x)
x˙ = f3(x)
x ∈G13
x ∈G31
x ∈G21
x ∈G12
x ∈ G23|x′ := R23(x)
x ∈G32
(a) Autoˆmato hı´brido
H2
H3
x1
x3
G32
x2
a b
H1
x0
G12
x1
x2
G23
(b) Comportamento
Figura 3.4: Autoˆmato hı´brido de treˆs estados e seu comportamento
A utilizac¸a˜o de invariantes e a possibilidade de chavear entre estados em tempo zero pode levar ao
aparecimento de fenoˆmenos impossı´veis em modelos de sistemas contı´nuos bem comportados. Tais
anomalias sa˜o conhecidas como bloqueio e comportamento zeno [Dang, 2000].
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Uma trajeto´ria e´ bloqueante se alcanc¸a um ponto (q,x) do qual e´ impossı´vel evoluir tanto por uma
dinaˆmica contı´nua quanto por uma dinaˆmica discreta, isto e´, x 6∈ Hq e x 6∈ Gqq′ para todo q,q′ ∈ Q.
Um comportamento zeno e´ um comportamento constante por partes que tem um nu´mero infinito de
transic¸o˜es em um intervalo de tempo limitado, ou seja, o sistema faz um nu´mero infinito de transic¸o˜es
discretas em um tempo finito, e pode ser resultado da definic¸a˜o errada de invariantes. Os dois com-
portamentos sa˜o indesejados, e frequ¨entemente resultam de modelagens inadequadas do sistema.
3.3.2 Alcanc¸abilidade em Autoˆmatos Hı´bridos
O conjunto alcanc¸a´vel de um dado conjunto de estados F por um autoˆmato hı´brido pode ser
definido como o conjunto de todos os estados visitados pelas trajeto´rias iniciadas dos estados de F .
Uma trajeto´ria de um autoˆmato hı´brido em um espac¸o contı´nuo de estados pode ser compreendida
como uma sequ¨eˆncia de segmentos de trajeto´rias de dinaˆmicas contı´nuas.
Para obter os estados alcanc¸a´veis ou pesquisar o espac¸o de estados do sistema foram especificados
operadores de alcanc¸abilidade para um autoˆmato hı´brido A . Como existem dois tipos de evoluc¸o˜es
para um estado (q,x), evoluc¸a˜o contı´nua e evoluc¸a˜o discreta, foram definidos os operadores sucessor
contı´nuo e sucessor discreto [Dang, 2000].
Definic¸a˜o 3.2 (Operador sucessor contı´nuo). Dado um conjunto de estados F composto de elementos
(q,F) onde q ∈ Q e F ⊆ X , o conjunto de sucessores contı´nuos de (q,F), denotado por δc(q,F), e´
definido como
δc(q,F) = {(q,x′) | ∃ x ∈ F ∃ t > 0 ; x
q,t
−→ x′}.
Lembrando que x q,t−→ x′ indica que x′ e´ q-alcanc¸a´vel de x. Esta notac¸a˜o quer dizer que a trajeto´ria
da dinaˆmica fq de x para x′ esta´ dentro de Hq.
Definic¸a˜o 3.3 (Operador sucessor discreto). Dada uma transic¸a˜o de q para q′ e um conjunto de
estados (q,F) onde q,q′ ∈ Q e F ⊆ X , o conjunto de sucessores discretos de (q,F), denotado por
δqq′(q,F), e´ definido como
δqq′(q,F) = {(q′,x′) | ∃ x ∈ F ∩ Gqq′ ∧ x′ ∈ Rqq′(x) ∩ Hq′}.
O conjunto δqq′(q,F) conte´m os estados (q′,x′), onde x′ sa˜o os pontos em Hq′ , aplicando a relac¸a˜o
reset Rqq′ para os pontos x em F que satisfazem a guarda Gqq′ .
A Figura 3.5 apresenta o resultado da aplicac¸a˜o deste operador. O conjunto Hq′ e´ o meio espac¸o
abaixo da linha horizontal e a guarda Gqq′ e´ o quadrado. O sucessor discreto de (q,F) em relac¸a˜o a`
transic¸a˜o de q para q′ pode se obtido pela intersecc¸a˜o de F com Gqq′ e depois com Hq′ , que corres-
ponde a regia˜o hachurada na Figura 3.5. Nesse caso assume-se que Rqq′ = I, a identidade.
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F
Hq′
Gqq′
Hq
δqq′(q,F)
Figura 3.5: Sucessores discretos de F
O conjunto de sucessores discretos de (q,F), executando todas as transic¸o˜es habilitadas de q,
denotado por δd(q,F), e´ definido como:
δd(q,F) =
[
q′∈Q
δqq′(q,F).
Uma vez obtidos os sucessores contı´nuos e discretos, atrave´s dos operadores δc e δd , o operador
sucessor δ para F e´ definido como o conjunto de estados alcanc¸a´veis de F imediatamente apo´s a
evoluc¸a˜o discreta, atrave´s das dinaˆmicas contı´nuas e transic¸o˜es discretas:
δ(F ) = δd(δc(F )).
A notac¸a˜o δr e´ utilizada para representar os estados alcanc¸a´veis passado um tempo r. O conjunto
alcanc¸a´vel de F e´ δ[0,∞](q,F) denotado por δ(q,F). Este operador esta´ ilustrado na Figura 3.6. A
regia˜o preenchida representa δr(F) e o conjunto alcanc¸a´vel no intervalo de tempo [0,r] e´ a regia˜o
entre as duas linhas pontilhadas, a fronteira externa de F e o pro´prio δr(F).
F
δ[0,r](F) δr(F)
Figura 3.6: Estados alcanca´veis depois de um tempo r
O ca´lculo do conjunto de estados alcanc¸a´veis, a partir de um conjunto F ⊆ X , δ(F ), e´ a operac¸a˜o
ba´sica para qualquer procedimento de pesquisa no espac¸o de estados hı´brido, especialmente verifica-
c¸a˜o de propriedades.
O me´todo de alcanc¸abilidade para frente (forward) consiste em obter o espac¸o alcanc¸a´vel dado
um conjunto inicial F de estados e calcular seus sucessores ate´ que o conjunto de todos estados
alcanc¸a´veis seja obtido. O algoritmo apresentado a seguir implementa o o me´todo de alcanc¸abilidade
para frente, e foi extraı´do de Dang [2000]:
procedure FORWARD
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P0 ← F
repeat
k = 0,1,2, . . .
Pk+1 ← Pk∪δ[0,r](Pk)
until Pk+1 = Pk
end procedure
O conjunto Pk, neste caso, e´ o conjunto de estados alcanc¸a´veis de F durante o intervalo [0,kr] para
k = 0,1,2, . . . e dada uma etapa de tempo r > 0. O algoritmo termina quando nenhum novo estado
alcanc¸a´vel e´ encontrado. A complexidade envolvida nos me´todos de alcanc¸abilidade e´ o ca´lculo do
conjunto δ[0,r](Pk), ou seja, a regia˜o alcanc¸a´vel dentro do intervalo [0,r], e tem sido motivo de muitas
pesquisas na a´rea de verificac¸a˜o de sistemas hı´bridos.
Para realizar o ca´lculo de estados predecessores, atrave´s do procedimento de alcanc¸abilidade para
tra´s (backward) utiliza-se o operador predecessor, tanto contı´nuo quanto discreto.
Definic¸a˜o 3.4 (Operador predecessor contı´nuo). Dado um conjunto de estados (q,F) onde q ∈ Q e
F ⊆ X , o conjunto de predecessores contı´nuos de (q,F), denotado por ∆c(q,F), e´ definido como
∆c(q,F) = {(q,x′) | ∃ x ∈ F ∃ t > 0; x′
q,t
−→ x}.
A Figura 3.7(a) ilustra o operador predecessor contı´nuo.
F
∆c(F)
(a) Predecessores contı´nuos de F
F
Hq′ Hq
Gqq′
(b) Predecessores discretos de F
Figura 3.7: Operadores predecessores contı´nuos e discretos
Definic¸a˜o 3.5 (Operador predecessor discreto). Dada uma transic¸a˜o q,q′ ∈ Q e um conjunto de es-
tados (q,F), onde F ⊆ X , o conjunto de predecessores discretos de (q,F), denotado por ∆q′q(q,F) e´
definido como
∆q′q(q,F) = {(q′,x′) | ∃x ∈ F ∩ Rq′q(x′) ∧ x′ ∈ Hq′ ∩ Gq′q}.
O conjunto de predecessores discretos de (q,F) executando todas as transic¸o˜es habilitadas de q,
denotado por ∆d(q,F) e´ definido como:
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∆d(q,F) =
[
q′∈Q
∆q′q(q,F).
Este operador esta´ ilustrado na regia˜o hachurada da Figura 3.7(b), onde tambe´m se assume que
Rqq′ = I.
A escolha do me´todo de alcanc¸abilidade para frente ou para tra´s depende do tipo de estudo a ser
realizado ou do modelo de sistema a ser tratado. O me´todo de alcanc¸abilidade para tra´s e´ normalmente
utilizado quando se deseja verificar se, a partir de uma dada condic¸a˜o (representada por uma regia˜o
no espac¸o de estados), um dado conjunto de condic¸o˜es iniciais do sistema e´ a sua origem [Miranda,
2003].
3.4 Verificac¸a˜o de Sistemas Hı´bridos
Sendo os sistemas hı´bridos frequ¨entemente sistemas complexos, sua ana´lise automa´tica torna-se
deseja´vel. A verificac¸a˜o de propriedades e´ a tarefa de determinar se o sistema esta´ construı´do de
acordo com uma dada especificac¸a˜o e, para realiza´-la, o projetista pode utilizar te´cnicas matema´ticas
para modelagem e ana´lise de sistemas. O procedimento mais importante para verificac¸a˜o formal e
estudo do comportamento de sistemas hı´bridos e´ a ana´lise de alcanc¸abilidade. Esta te´cnica consiste
no ca´lculo de todos os estados que podem ser alcanc¸ados por quaisquer trajeto´rias do sistema, dado
um conjunto de condic¸o˜es iniciais.
Segundo Miranda [2003] e Dang [2000], calcular os estados alcanc¸a´veis para sistemas hı´bridos
tem sido considerado um dos principais problemas em pesquisas para estes tipos de sistemas, uma vez
que a obtenc¸a˜o do conjunto de estados alcanc¸a´veis constitui-se num dos pre´-requisitos para utilizac¸a˜o
de metodologias de verificac¸a˜o algorı´tmica de propriedades de sistemas e e´ realizado sobre conjuntos
no espac¸o Rn, difı´ceis de serem calculados exatamente.
Diversos me´todos de aproximac¸a˜o para o conjunto de estados alcanc¸a´veis do sistema tem sido
propostos na literatura, assim como diversas abordagens para verificac¸a˜o de propriedades dos sistemas
hı´bridos.
3.4.1 Me´todos de Verificac¸a˜o Formal
Os dois principais me´todos de verificac¸a˜o de propriedades de um sistema sa˜o a verificac¸a˜o au-
toma´tica (model checking) [McMillan, 1993; Alur et al., 1990] e o sistema de prova dedutiva [Manna
e Pnueli, 1995]. A verificac¸a˜o automa´tica e´ tambe´m conhecida como abordagem algorı´tmica de
verificac¸a˜o.
A tarefa principal de um algoritmo de verificac¸a˜o automa´tica e´, recursivamente, calcular o con-
junto de estados que satisfazem uma determinada propriedade. Este tipo de te´cnica exige um modelo
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finito para representac¸a˜o do sistema, ou seja, o sistema a ser verificado representado por um mo-
delo com nu´mero finito de possı´veis estados alcanc¸a´veis e transic¸o˜es entre estes estados. A partir do
espac¸o de estados deste modelo, e´ realizada uma busca exaustiva para comprovabilidade de uma dada
especificac¸a˜o [Kowalewski, 2002].
Para sistemas hı´bridos, isto e´ realizado atrave´s de um procedimento comumente chamado de
verificac¸a˜o simbo´lica, uma vez que, sobre um espac¸o de estados infinito, e´ necessa´rio uma forma
simbo´lica de representar conjuntos de estados e operac¸o˜es sobre eles, ou seja, utilizar uma forma de
enumerac¸a˜o explı´cita para representar o espac¸o de estados [Miranda, 2003].
O sistema de prova dedutiva ou me´todo dedutivo e´ o processo de encontrar uma prova de uma
propriedade, a partir do uso de axiomas do sistema. As etapas dos processos de prova envolvem
axiomas e regras, definic¸o˜es derivadas e lemas intermedia´rios. Esta abordagem normalmente e´ mais
abrangente que a abordagem algorı´tmica, mas ela na˜o e´ automa´tica e necessita da interfereˆncia da
inteligeˆncia humana para encontrar as provas. Alguns trabalhos que abordam prova dedutiva sa˜o os
de Manna e Pnueli [1995]; Manna et al. [1996].
3.4.2 Abordagens Algorı´tmicas de Verificac¸a˜o
A abordagem padra˜o para verificac¸a˜o de sistemas hı´bridos e´ a construc¸a˜o de uma bissimulac¸a˜o de
estados finitos do sistema de transic¸a˜o de estados infinitos [Chutinan e Krogh, 2003]. Bissimulac¸o˜es
sa˜o construı´das usando partic¸o˜es finitas do espac¸o de estados original, levando ao chamado sistema de
transic¸a˜o quociente (QTS). A dificuldade encontrada e´ que bissimulac¸o˜es de estado finito so´ existem
para sistemas hı´bridos com dinaˆmicas contı´nuas triviais. Em geral, bissimulac¸o˜es finitas na˜o existem,
o que significa que o problema de verificac¸a˜o para sistemas hı´bridos normalmente e´ indecidı´vel.
Entretanto, o sistema de transic¸a˜o quociente computado para qualquer partic¸a˜o do espac¸o de estados
do sistema de transic¸a˜o e´ uma simulac¸a˜o do sistema de transic¸a˜o. Isto significa que uma especificac¸a˜o
universal (isto e´, uma especificac¸a˜o que deve ser verdadeira para todas possı´veis trajeto´rias) e´ verdade
para o QTS, e e´ tambe´m verdade para o sistema de transic¸a˜o de estados infinitos (isto e´, o sistema
hı´brido). Logo, mesmo com os problemas de indecidibilidade em geral, e´ possı´vel verificar certas
especificac¸o˜es. Na˜o e´ possı´vel, pore´m, prever se uma dada especificac¸a˜o sera´ ou na˜o verifica´vel.
No trabalho de Dang [2000] as te´cnicas de verificac¸a˜o de sistemas hı´bridos sa˜o divididas em duas
abordagens: direta e indireta. A abordagem direta trabalha diretamente no espac¸o de estados contı´nuo
do sistema. Nesta abordagem e´ necessa´rio encontrar uma aproximac¸a˜o para regio˜es do espac¸o de es-
tados, devido a` dificuldade de computar exatamente os conjuntos alcanc¸a´veis dos sistemas hı´bridos.
Exemplos de algoritmos de verificac¸a˜o desta abordagem foram implementados nas ferramentas KRO-
NOS [Yovine, 1997], UPPAAL [Bengtsson et al., 1998] e HyTech [Henzinger et al., 1997].
A abordagem indireta, por outro lado, reduz primeiro o sistema, atrave´s de uma abstrac¸a˜o para
um autoˆmato de estados finitos. O processo de abstrac¸a˜o consiste em encontrar uma partic¸a˜o finita
do espac¸o de estados tal que a alcanc¸abilidade entre as regio˜es de partic¸a˜o seja descrita pela relac¸a˜o
de transic¸a˜o do autoˆmato (detalhes em Alur et al. [2000]). Se a abstrac¸a˜o pode ser construı´da, a
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verificac¸a˜o pode ser executada sobre o sistema abstraı´do com a garantia de te´rmino, utilizando pro-
cedimentos normalmente utilizados para sistemas de estados finitos. Entretanto, como citado anteri-
ormente, uma abstrac¸a˜o finita existe apenas para uma classe restrita de sistemas hı´bridos, tanto com
dinaˆmicas contı´nuas simples [Alur e Dill, 1994; Alur et al., 1993; Nicolin et al., 1993] como com
dinaˆmicas discretas simples [Lafferriere et al., 1999]. Mesmo quando uma dada classe de sistemas
admite um quociente finito, existe a dificuldade de calcula´-lo efetivamente, pois e´ necessa´rio calcular
os sucessores de todas as regio˜es na partic¸a˜o, constituindo-se uma tarefa ta˜o difı´cil quanto o problema
de verificac¸a˜o. Contudo, deve ser notado que esta abordagem e´ importante para prova de corretude e
te´rmino de algoritmos de verificac¸a˜o para algumas classes de sistemas [Alur e Dill, 1994; Henzinger,
1995] e permite verificar propriedades gerais de lo´gica temporal.
Alternativamente, outros trabalhos consideram aproximac¸o˜es discretas, isto e´, ao inve´s de um
quociente finito exato procura-se um sistema discreto finito, cujo comportamento inclui todos com-
portamentos do sistema original. No trabalho de Chutinan e Krogh [1999], aproximac¸o˜es discretas
sa˜o obtidas por refinamentos sucessivos das partic¸o˜es de estado utilizando um me´todo de alcanc¸abili-
dade aproximado para dinaˆmicas contı´nuas. O me´todo e´ semelhante ao apresentado em Dang [2000].
Ale´m da abordagem direta e indireta e´ possı´vel identificar uma classe mista, que consiste em
derivar do sistema original um sistema aproximado para o qual sa˜o desenvolvidos ferramentas e algo-
ritmos de verificac¸a˜o [Puri e Varaiya, 1995a; Stursberg e Kowalewski, 1999]. O sistema aproximado
pode ser gerado atrave´s de uma sobreaproximac¸a˜o das dinaˆmicas contı´nuas complexas com dinaˆmicas
simples (como inclinac¸a˜o constante e incluso˜es retangulares) baseadas na discretizac¸a˜o do espac¸o de
estado contı´nuo. O principal obsta´culo desta abordagem e´ que, ale´m do esforc¸o da abstrac¸a˜o inicial
das dinaˆmicas contı´nuas com respeito a` precisa˜o desejada, o tamanho do sistema resultante pode ser
proibitivamente grande para algoritmos de verificac¸a˜o.
Ale´m das abordagens algorı´tmicas, encontra-se na literatura trabalhos sobre abordagem dedutiva
(citado na sec¸a˜o 3.4.1) e abordagem de controle o´timo [Puri e Varaiya, 1995b] para verificac¸a˜o de
sistemas hı´bridos.
3.5 Ferramentas
Diversas ferramentas computacionais foram desenvolvidas, tanto comerciais quanto acadeˆmicas,
com o intuito de realizar verificac¸a˜o formal de sistemas hı´bridos. Os trabalhos de Silva et al. [2001],
Leal [2005] e Alur et al. [2006] apresentam diversas ferramentas de modelagem, simulac¸a˜o e verifi-
cac¸a˜o de sistemas hı´bridos. Algumas delas sera˜o apresentadas resumidamente a seguir:
A. UPPAAL
A ferramenta UPPAAL [Bengtsson et al., 1998] e´ um ambiente para modelar, simular e verificar
sistemas representados como redes de autoˆmatos temporizados. Os autoˆmatos sa˜o definidos, de
acordo com Alur e Dill [1994], com uma extensa˜o para as varia´veis de dados e mecanismos de
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sincronizac¸a˜o para modelar a comunicac¸a˜o de autoˆmatos separados. A ferramenta pode analisar
propriedades simples de vivacidade assim como propriedades de alcanc¸abilidade.
UPPAAL foi desenvolvida conjuntamente na Universidade de Uppsala, na Sue´cia e na Univer-
sidade de Aalborg, Dinamarca. Detalhes sobre a ferramenta podem ser encontrados em http:
//www.uppaal.com.
B. HyTech
A ferramenta HyTech (HYbrid TECHnology Tool) [Henzinger et al., 1997] verifica especificac¸o˜es
definidas como expresso˜es de lo´gica temporal para uma classe de autoˆmatos hı´bridos utilizando
um model cheking no espac¸o de estados contı´nuo. Se a verificac¸a˜o falha e´ gerado um diagno´stico
sobre o erro. O HyTech so´ modela sistemas com dinaˆmicas Ax˙≤ B, caracterizando os chamados
autoˆmatos hı´bridos lineares. Ale´m disso e´ possı´vel realizar composic¸a˜o paralela de processos e
ana´lise parametrizada.
O HyTech foi desenvolvido no EECS (Electrical Engineering and Computer Sciences Department)
da Universidade da Califo´rnia (UC Berkeley), e outros detalhes podem ser encontrados em http:
//www-cad.eecs.berkeley.edu/∼tah/HyTech.
C. d/dt
A ferramenta d/dt [Dang, 2000] realiza verificac¸a˜o e sı´ntese de controladores para sistemas hı´-
bridos. Ela executa ana´lise de alcanc¸abilidade para sistemas hı´bridos com dinaˆmicas lineares,
onde os conjuntos alcanc¸a´veis sa˜o representados como colec¸o˜es de poliedros retangulares orto-
gonais. Estes conjuntos sa˜o computados atrave´s do me´todo denominado face lifting [Dang e
Maler, 1998], que calcula sobreaproximac¸o˜es eficientes. Ale´m disso, d/dt permite trabalhar com
equac¸o˜es dinaˆmicas com entrada incerta, isto e´, modelos do tipo x˙ = Ax+ Bu,u ∈U .
A ferramenta foi desenvolvida no VERIMAG por Eugene Asarin, Oded Maler e Thao Dang, e
outras informac¸o˜es podem ser obtidas em http://www-verimag.imag.fr/∼tdang.
D. CheckMate
O CheckMate e´ uma ferramenta computacional baseada no MATLAB/Simulink para modelagem,
simulac¸a˜o e verificac¸a˜o formal de sistemas hı´bridos, e foi desenvolvida na Universidade Carnegie
Mellon. Modelos sa˜o construı´dos usando a interface gra´fica Simulink e ela possibilita a verificac¸a˜o
de sistemas hı´bridos atrave´s da obtenc¸a˜o de aproximac¸o˜es para seu modelo discreto [Chutinan,
1999].
Detalhes sobre a ferramenta podem ser obtidos em http://www.ece.cmu.edu/∼webk/checkmate.
E. PHAVer
A ferramenta PHAVer (Polyhedral Hybrid Automaton VERifyer) realiza verificac¸a˜o formal de
propriedades em sistemas hı´bridos modelados por interme´dio de autoˆmatos hı´bridos poliedrais
[Frehse, 2005].
Informac¸o˜es sobre esta ferramenta podem ser encontradas em http://www-verimag.imag.fr/
∼frehse/phaver web/
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Ale´m destas ferramentas apresentadas existem muitas outras, e informac¸o˜es sobre elas podem ser
encontradas em http://wiki.grasp.upenn.edu/∼graspdoc/wiki/hst.
3.6 Conclusa˜o
Ao longo deste capı´tulo os sistemas hı´bridos foram apresentados, sendo explorado um exemplo
ilustrativo e um breve histo´rico. Ale´m disso, o formalismo adotado neste trabalho, o autoˆmato hı´brido,
foi estudado. Por fim, aspectos de verificac¸a˜o foram analisados, sendo apresentada uma breve revisa˜o
dos me´todos e te´cnicas de verificac¸a˜o existentes na literatura juntamente com algumas ferramentas
computacionais.
Os sistemas de tra´fego urbano sa˜o classificados como sistemas hı´bridos, onde existem atividades
contı´nuas devido ao fato das filas serem modeladas como fluxos contı´nuos. As dinaˆmicas discretas
aparecem, dentre outras, em raza˜o do chaveamento dos sinais semafo´ricos. O autoˆmato hı´brido,
formalismo utilizado para modelar os sistemas de tra´fego, permite tanto simular quanto verificar
formalmente propriedades do sistema.
No pro´ximo capı´tulo e´ apresentado um me´todo para modelagem dos sistemas de tra´fego urbano,
buscando sempre realizar coordenac¸a˜o semafo´rica. A ana´lise do comportamento das filas geradas no
sistema e´ realizada atrave´s de simulac¸a˜o dos modelos obtidos e verificac¸a˜o de propriedades.
Capı´tulo 4
Modelagem e Ana´lise de Sistemas de
Tra´fego como Sistemas Hı´bridos
Conforme citado no Capı´tulo 1, investigar o uso de sistemas hı´bridos para modelar coordenac¸a˜o
semafo´rica em sistemas de tra´fego urbano pode ser interessante pois os modelos obtidos permitem
realizar uma ana´lise do comportamento do sistema modelado. A ana´lise pode ser realizada com base
nos dados gerados atrave´s de simulac¸o˜es, e, quando possı´vel, nas informac¸o˜es obtidas atrave´s da
verificac¸a˜o formal de propriedades.
Ao longo deste capı´tulo os sistemas de tra´fego sa˜o estudados como sistemas hı´bridos. Um me´todo
de modelagem baseado em autoˆmatos hı´bridos e´ apresentado, e os modelos obtidos sa˜o implementa-
dos na ferramenta CheckMate. Ao final, resultados de simulac¸a˜o e verificac¸a˜o sa˜o discutidos.
4.1 Trabalhos Relacionados
Um sistema de tra´fego urbano pode ser considerado um sistema hı´brido, incluindo componen-
tes dirigidos por eventos discretos e componentes contı´nuos no tempo. Para o caso dos sistemas
de tra´fego urbano, as dinaˆmicas discretas dos sema´foros influenciam na definic¸a˜o das dinaˆmicas
contı´nuas dos fluxos de tra´fego.
Alguns trabalhos da literatura tem utilizado esta abordagem para representar os sistemas de
tra´fego urbano. Em Febbraro et al. [2003] um modelo hı´brido para um sistema CTU (controle de
tra´fego urbano) e´ proposto. O objetivo do trabalho, resumidamente, e´ otimizar a performance de
veı´culos especiais (como ambulaˆncia, veı´culos policiais e dos bombeiros) atrave´s da coordenac¸a˜o
semafo´rica.
O modelo hı´brido e´ desenvolvido para intersec¸a˜o sinalizada, onde as dinaˆmicas contı´nuas dos
fluxos veiculares sa˜o naturalmente influenciadas pelas dinaˆmicas discretas dos sema´foros, as quais
definem se um fluxo tem ou na˜o permissa˜o de passagem. Ale´m disso, o comportamento do tra´fego
e´ descrito atrave´s do modelo macrosco´pico de segunda ordem conhecido como modelo de Payne
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[Payne, 1971]. As equac¸o˜es que descrevem o modelo podem ser encontradas em Febbraro et al.
[2003].
O problema de coordenac¸a˜o apresentado em Febbraro et al. [2003] aborda a ide´ia que a rede de
tra´fego pode ser analisada como um grafo valorado (pesos sa˜o atrı´buidos aos arcos), onde cada no´ re-
presenta uma intersec¸a˜o sinalizada e cada arco representa um link (uma via que liga duas intersec¸o˜es).
´E suposto, sempre que possı´vel, que um veı´culo alcanc¸a um destino particular partindo de uma ori-
gem particular. Se o tempo de viagem em cada link, os tempos de espera devido aos sema´foros em
vermelho e os tempos de espera em filas sa˜o bem conhecidos a soluc¸a˜o do problema de controle e´
baseado na busca de menor caminho em um grafo.
A estrutura de controle adotada e´ baseada em controladores locais e controladores de prioridade.
Cada intersec¸a˜o e´ equipada com um controlador local e um controlador de prioridade. Os contro-
ladores locais atuam nas intersec¸o˜es como se elas fossem uma intersec¸a˜o isolada, onde o objetivo e´
minimizar as filas nas direc¸o˜es de entrada. O controlador de prioridades gerencia as prioridades dos
veı´culos especiais, que possuem a prioridade mais alta, e podem forc¸ar o controlador local a adequar
as temporizac¸o˜es a fim de privilegiar os veı´culos especiais. Os controladores de prioridade sa˜o geren-
ciados por um supervisor que informa quando um veı´culo especial esta´ se aproximando da intersec¸a˜o.
Ale´m disso, o ca´lculo do caminho o´timo entre a origem e destino do veı´culo especial e´ calculado pelo
supervisor, que tambe´m comunica ao veı´culo qual e´ este caminho.
Entretanto, os grafos na˜o sa˜o os u´nicos formalismos de modelagem utilizados na literatura. Nos
trabalhos de Febbraro et al. [2001] e Febbraro e Sacco [2004] os sistemas sa˜o modelados atrave´s das
redes de Petri hı´bridas.
As redes de Petri [Murata, 1989] sa˜o uma metodologia para modelar sistemas a eventos discretos,
e esta˜o aptas a capturar as relac¸o˜es de procedeˆncia e interac¸o˜es entre os eventos assı´ncronos e con-
correntes tı´picos destes sistemas. Como resultado as redes de Petri na˜o possuem vantagens apenas
na capacidade de modelagem e auxı´lio das propriedades estruturais, mas sa˜o ferramentas poderosas
de projeto, ana´lise e controle. A ide´ia de aplicar as capacidades das redes de Petri na modelagem e
controle de sistemas de tra´fego foi introduzida por DiCesare et al. [1994], onde a representac¸a˜o da
rede de tra´fego foi realizada atrave´s de redes de Petri coloridas.
As redes de Petri hı´bridas [Alla e David, 2001] sa˜o uma combinac¸a˜o da rede de Petri cla´ssica
e uma rede de Petri contı´nua, a versa˜o fluido de uma rede de Petri temporizada. A ide´ia ba´sica e´
explorar as capacidades das redes de Petri citadas anteriormente para adequadamente representar e
gerenciar os aspectos de concorreˆncia e paralelismo que caracterizam os componentes de uma rede
de tra´fego urbano, regidos por dinaˆmicas contı´nuas e discretas.
O trabalho de Febbraro e Sacco [2004] apresenta uma definic¸a˜o para uma rede de transporte ur-
bano. As intersec¸o˜es sinalizadas sa˜o os elementos da rede que conectam as diversas vias, e consistem
na a´rea fı´sica ocupada pelos veı´culos. Os fluxos dos veı´culos que circulam nas vias sa˜o a compo-
nente contı´nua do modelo hı´brido proposto por Febbraro e Sacco [2004], enquanto o comportamento
dos sema´foros correspondem a componente discreta. A abordagem proposta e´ modular, onde cada
intersec¸a˜o e´ modelada atrave´s de uma rede de Petri hı´brida. A parte contı´nua da rede de Petri modela
4. Modelagem e Ana´lise de Sistemas de Tra´fego como Sistemas Hı´bridos 34
os fluxos veiculares e a parte discreta as trocas semafo´ricas. O acoplamento de todas as intersec¸o˜es
da rede de transporte urbano e´ dado por redes de Petri contı´nuas que modelam as vias adjacentes. O
trabalho apresenta ainda alguns resultados experimentais para mostrar a efica´cia do modelo. Ale´m
disso aborda aspectos relacionados a otimizac¸a˜o da performace e controle.
Outro trabalho que tambe´m modela o sistema de tra´fego como um sistema hı´brido e´ o proposto
por Lei e Ozguner [2001]. Este trabalho apresenta um controlador hı´brido para a´reas urbanas. Pri-
meiramente o problema de controle para uma intersec¸a˜o isolada e´ analisado. Neste trabalho as filas
nas vias sa˜o modeladas como a variac¸a˜o dos fluxos de entrada e saı´da de veı´culos, e considera-se que
o tempo de ciclo, fase e offset sa˜o fixos.
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qy1
qx1
Figura 4.1: Intersec¸a˜o isolada
As dinaˆmicas propostas para a intersec¸a˜o mostrada na Figura 4.1 sa˜o:
verdex1 =
{
˙qx1 = uix1−u
o
x1
˙qy1 = uiy1
vermelhox1 =
{
˙qx1 = uix1
˙qy1 = uiy1−u
o
y1
onde ui e uo sa˜o respectivamente os fluxos de entrada e saı´da de veı´culos e qx1 e qy1 as varia´veis
contı´nuas que representam as filas nas direc¸o˜es x e y.
Um controlador hı´brido e´ proposto, e isto e´ feito com base nas diferentes condic¸o˜es de tra´fego
de uma intersec¸a˜o isolada. Para estas intersec¸o˜es o controlador hı´brido tem dois estados, um para a
situac¸a˜o onde o sistema esta´ saturado e outro para situac¸a˜o na˜o saturado. Enta˜o, o me´todo e´ estendido
para o caso onde existem mu´ltiplas intersec¸o˜es, sendo que sa˜o consideradas informac¸o˜es de tra´fego
de toda rede. Por fim, um controlador hı´brido descentralizado com 5 estados e´ proposto, e ele permite
manusear com diferentes combinac¸o˜es de situac¸o˜es de tra´fego da rede.
Ale´m dos trabalhos abordados aqui podemos citar os trabalhos de Gallego et al. [1996], Tolba
et al. [2001], entre outros. A pro´xima sec¸a˜o introduz a proposta de modelagem para os sistemas de
tra´fego urbano desenvolvida nesta tese, onde o formalismo adotado e´ o autoˆmato hı´brido.
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4.2 Modelagem em Alto Nı´vel
Constantemente buscam-se alternativas para a modelagem de sistemas de tra´fego urbano. Esta
sec¸a˜o apresenta uma proposta de modelagem para estes sistemas. O objetivo da metodologia e´ en-
contrar um modelo geral do sistema, e o resultado obtido e´ um autoˆmato hı´brido [Alur et al., 1996a]
que o representa. Inicialmente se deseja obter um autoˆmato que represente o sistema num primeiro
nı´vel de abstrac¸a˜o, e para tal e´ necessa´rio seguir sete passos, que sa˜o apresentados a seguir.
Passo 1: Identificac¸a˜o da topologia
O primeiro passo e´ a definic¸a˜o da topologia do sistema; e´ necessa´rio saber como as vias e as
intersec¸o˜es sinalizadas que as conectam sa˜o representadas.
Cada intersec¸a˜o e´ vista como um no´, e conectado a este no´ existem diversos links. Um link
corresponde a uma via que se conecta a` intersec¸a˜o sinalizada.
Existem fluxos veiculares associados aos links, e eles sa˜o definidos como:
• uij: fluxo de entrada no link j, convencionado como sendo um fluxo no sentido do no´;
• uoj : fluxo de saı´da no link j, convencionado como sendo um fluxo entrando no no´;
• ulj: fluxo de entrada no link j, convencionado como sendo um fluxo saindo do no´;
Os links podem ser classificados como:
• link de entrada: diz-se que um link j e´ um link de entrada quando existem um fluxo de entrada
uij e um fluxo de saı´da uoj na direc¸a˜o do no´ associados a ele;
• link de saı´da: diz-se que um link j e´ um link de saı´da quando existe um fluxo de entrada ulj
saindo do no´ associado a ele.
A Figura 4.2 ilustra os dois tipos de links que e´ possı´vel conectar em um no´ e os fluxos associados
a eles. A figura define como e´ representado graficamente cada um dos links. Quando a via e´ de ma˜o
dupla os links utilizados para representa´-la sa˜o os mesmos, entretanto, eles sa˜o duplicados, define-se
um link para cada direc¸a˜o.
Passo 2: Identificac¸a˜o dos movimentos na˜o conflitantes
Movimentos sa˜o possı´veis deslocamentos de veı´culos numa intersec¸a˜o. Determinados movimen-
tos podem ser conflitantes, ou seja, as suas trajeto´rias podem ser concorrentes em determinados pontos
de um cruzamento.
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Figura 4.2: Tipos de links que se conectam a um no´
O segundo passo a ser realizado e´ a identificac¸a˜o dos movimentos em cada link. De posse destes
movimentos e´ possı´vel definir conjuntos de movimentos na˜o conflitantes em relac¸a˜o ao no´, onde os
elementos destes conjuntos sa˜o na˜o conflitantes.
A identificac¸a˜o destes conjuntos e´ realizada analisando a direc¸a˜o dos fluxos de saı´da dos links de
entrada, ou seja, verificando quais sa˜o as direc¸o˜es e converso˜es permitidas em um no´.
´E necessa´rio conhecer os conjuntos de movimentos na˜o conflitantes para poder definir os esta´gios
do sistema e a distribuic¸a˜o do fluxo via´rio. Entretanto, a tarefa de definir estes conjuntos nem sempre
e´ trivial, algumas vezes o engenheiro de tra´fego opta pelo uso de regras de prioridade para resolver
conflitos difı´ceis de resolver atrave´s dos sema´foros.
Passo 3: Definic¸a˜o da matriz de incideˆncia
O terceiro passo e´ a definic¸a˜o de uma matriz de incideˆncia que indica como e´ o escoamento do
fluxo veicular que atravessa um no´.
Sendo n o nu´mero de links, define-se uma matriz n× n, onde as linhas da matriz indicam como
e´ a distribuic¸a˜o do fluxo de saı´da uo dos links de entrada que esta˜o conectados ao no´. As colunas da
matriz indicam como e´ formado o fluxo ul dos links de saı´da que se conectam ao no´. A equac¸a˜o que
define o fluxo ul e´:
ulk(t) =
j∈I
∑
j 6=k
a jkuoj(t) (4.1)
onde a jk e´ o elemento da matriz que indica o percentual do fluxo de saı´da uoj do link de entrada j que
escoa pelo link de saı´da k. O conjunto I conte´m os ı´ndices relativos aos links de entrada do no´.
A Figura 4.3 ilustra o exemplo de um sistema composto de uma intersec¸a˜o isolada sinalizada.
Ale´m disso, a Figura 4.3(b) indica os links identificados no sistema. Pode-se observar que existem
dois links de entrada (x1 e y1) e dois links de saı´da (x2 e y2). Aos links de entrada x1 e y1 esta˜o
associados os fluxos de entrada uix1 e uiy1 e os fluxos de saı´da uox1 e uoy1, respectivamente. Aos links de
saı´da x2 e y2 esta˜o associados os fluxos ulx2 e uly2.
Observando as converso˜es possı´veis na intersec¸a˜o sinalizada (as setas da Figura 4.3(a)) podemos
escrever as equac¸o˜es que representam os fluxos ul (conforme a equac¸a˜o (4.1)) como:
ulx2(t) = a12 u
o
x1(t)+ a32 u
o
y1(t)
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Figura 4.3: Exemplo de uma intersec¸a˜o isolada
uly2(t) = a14 u
o
x1(t)+ a34 u
o
y1(t)
sendo a jk ∈ A com j,k = 1, · · · ,4. A matriz de incideˆncia A e´ definida pela matriz da Tabela 4.1.
Ent\Sai x1 x2 y1 y2
x1 0 0.5 0 0.5
x2 0 0 0 0
y1 0 0.5 0 0.5
y2 0 0 0 0
Tabela 4.1: Matriz de incideˆncia A
Analisando a matriz e´ possı´vel identificar como e´ a distribuic¸a˜o dos fluxos de saı´da dos links de
entrada. Por exemplo, o elemento a12 = 0.5 indica que 50% do fluxo de saı´da uox1 do link de entrada
x1 escoa pelo link de saı´da x2. Ale´m disso, e´ possı´vel afirmar, por exemplo, que o fluxo ul do link de
saı´da y2 e´ formado pelos fluxos de saı´da uo dos links de entrada y1 e x1, com os percentuais indicados
na matriz.
Quando modelamos apenas uma intersec¸a˜o a distribuic¸a˜o dos fluxos de saı´da dos links de entrada
na˜o tem relevaˆncia para definir as dinaˆmicas das filas que podem se formar nestes links. Entretanto,
quando modelamos sistemas compostos por intersec¸o˜es conectadas e´ necessa´rio conhecer ul do link
de saı´da que esta´ conectando os no´s, pois em relac¸a˜o ao segundo no´ este link e´ classificado como link
de entrada, e ul define o seu fluxo de entrada. Por fim, no aˆmbito desta tese utiliza-se apenas matrizes
de incideˆncia que na˜o sa˜o variantes no tempo, ou seja, a distribuic¸a˜o dos fluxos permanece constante
ao longo do tempo.
Passo 4: Determinac¸a˜o dos esta´gios e fases
O quarto passo a ser realizado e´ a identificac¸a˜o das fases do sistema. Apo´s identificar os conjuntos
de movimentos na˜o conflitantes e´ necessa´rio atribuir porc¸o˜es do tempo de ciclo de verde a eles, ou
seja, definir as fases e os esta´gios. Quando o sema´foro esta´ verde para um determinado esta´gio
significa que uma ou mais fases esta˜o presentes. A porc¸a˜o de tempo de verde alocada para cada
esta´gio e´ definida pelo split.
Cada esta´gio e´ definido como um sub-perı´odo do ciclo em que um conjunto de movimentos
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permitidos esta´ autorizado, ou seja, esta´ com permissa˜o de passagem na intersec¸a˜o. Quando se altera
a permissa˜o, muda-se o esta´gio.
A alocac¸a˜o dos tempos de verde aos esta´gios e´ definida de maneira off-line quando o controle
implementado e´ de tempo fixo, ou seja, definem-se os esta´gios e as suas fases a priori. Para os casos
onde o controle aplicado e´ atuado a alocac¸a˜o dos tempos semafo´ricos pode ser on-line, onde a durac¸a˜o
das fases em cada esta´gio pode ser realizada dinamicamente, dependendo da demanda de tra´fego.
Analisando o exemplo da Figura 4.3 identifica-se dois conjuntos de movimentos na˜o conflitantes
relacionados a um no´, e uma configurac¸a˜o possı´vel para o sema´foro e´ composta de dois esta´gios e
duas fases, como ilustrado na Figura 4.4. Se o sema´foro esta´ vermelho na direc¸a˜o y e verde em x
(50% do tempo de ciclo, o tempo de amarelo e´ desconsiderado), a fase presente e´ a fase 1. Ja´ quando
o sema´foro esta´ verde na direc¸a˜o y e vermelho em x (50% do tempo de ciclo), a fase presente e´ a fase
2.
Fase 1
Fase 2
Ciclo
Estágio
verdevermelho
Est. 1 Est. 2
Figura 4.4: Diagrama de esta´gios e fases para intersec¸a˜o isolada
Passo 5: Formalizac¸a˜o das dinaˆmicas:
As varia´veis que sera˜o utilizadas para definir as dinaˆmicas do sistema sa˜o as filas que se formam
nos links de entrada. Uma fila e´ o acu´mulo de veı´culos em um link de entrada, e ela e´ formada quando
a passagem de veı´culos em um no´ esta´ bloqueada ou quando o fluxo de entrada de veı´culos ui e´ maior
que o fluxo de saı´da uo.
Quando existem vias de ma˜o dupla, a formac¸a˜o de fila pode ocorrer em ambas direc¸o˜es, e neste
caso, para cada direc¸a˜o define-se uma varia´vel distinta.
As equac¸o˜es seguem o modelo definido no trabalho de Lei e Ozguner [2001], onde as filas sa˜o
modeladas como a variac¸a˜o dos fluxos de entrada e saı´da de veı´culos. No trabalho de Lei e Ozguner
[2001] assume-se que o tempo de ciclo, fase e offset sa˜o fixos. A equac¸a˜o apresentada a seguir
descreve o comportamento gene´rico de uma fila em um link de entrada j:
q˙ j = uij−u
o
j (4.2)
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onde q j e´ o tamanho da fila, uij e´ o fluxo de entrada e uoj e´ o fluxo de saı´da no link. Para cada esta´gio
do sistema sa˜o definidas as equac¸o˜es que modelam as variac¸o˜es das filas.
Passo 6: Definic¸a˜o da lei de controle
Antes de obter o autoˆmato hı´brido que modela o sistema e´ preciso definir a lei de controle que vai
ser implementada. O controle pode ser de temporizac¸a˜o fixa, onde os tempos de ciclo, offset e split
sa˜o definidos de maneira off-line e na˜o sa˜o alterados com o sistema em funcionamento. Nestes casos
o passo 4 e´ muito importante, pois os esta´gios e as fases na˜o se alteram.
Outra estrate´gia de controle que pode ser aplicada e´ o controle atuado, onde os tempos sa˜o defini-
dos dinamicamente, em resposta a` demanda de tra´fego. Nesta tese apenas a estrate´gia em tempo fixo
sera´ considerada.
Passo 7: Definic¸a˜o do autoˆmato hı´brido
Por fim, e´ necessa´rio definir o autoˆmato hı´brido que representa o modelo geral do sistema. Para
cada esta´gio define-se um estado, e dentro deste estado valem as dinaˆmicas definidas para este esta´gio
quando uma fase esta´ presente. A troca dos esta´gios e´ modelada atrave´s das guardas e para isto e´
necessa´rio saber a lei de controle que controla o sistema semafo´rico. O autoˆmato resultante modela
apenas as situac¸o˜es onde ao menos uma fase esta´ presente para cada esta´gio, ou seja, na˜o se modela
a situac¸a˜o de vermelho total, onde nenhum esta´gio possui permissa˜o de passagem.
4.2.1 Sistemas Compostos por Intersec¸o˜es Conectadas
A proposta de metodologia apresentada tem o intuito de modelar tanto uma intersec¸a˜o isolada
como intersec¸o˜es conectadas, onde e´ necessa´rio modelar a coordenac¸a˜o entre os sema´foros. Quando
modelamos intersec¸o˜es conectadas devemos considerar intersec¸o˜es separadas por uma distaˆncia D
e onde existe um offset entre os seus sema´foros. O tempo que os veı´culos levam para percorrer a
distaˆncia entre as intersec¸o˜es e´ o tempo de deslocamento d.
A modelagem de intersec¸o˜es conectadas considera o sistema como mu´ltiplas intersec¸o˜es isoladas,
onde se analisa cada intersec¸a˜o separadamente. Para cada no´ identificado sa˜o seguidos os sete passos
descritos anteriormente, e o acoplamento do sistema se da´ atrave´s de uma conexa˜o. O acoplamento
do sistema implementa a coordenac¸a˜o entre sema´foros adjacentes.
Uma conexa˜o liga dois no´s subsequ¨entes, chamados no´-ant e no´-post. Ela e´ caracterizada por
dois links distintos, um que se conecta ao no´-ant e outro que se conecta ao no´-post. Conectado ao
no´-ant esta´ o link de saı´da ant, e associado a ele esta´ o fluxo ulant , definido conforme a equac¸a˜o (4.1).
Conectado ao no´-post esta´ o link de entrada post, e associado a ele esta˜o os fluxos de entrada uipost e
uopost .
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A Figura 4.5 ilustra como uma conexa˜o pode ser representada graficamente, respeitando a defi-
nic¸a˜o dos links de entrada e saı´da. Quando a via e´ de ma˜o dupla define-se uma conexa˜o para cada
direc¸a˜o da via.
No´post
uipost u
o
postu
l
ant
No´
ant conexa˜o ant-post
Figura 4.5: Exemplo de conexa˜o em uma intersec¸a˜o isolada
A dinaˆmica que modela a conexa˜o esta´ relacionada ao link post, devido ao fato de ser neste link
que pode ocorrer formac¸a˜o de fila. A equac¸a˜o que define a variac¸a˜o da fila qpost neste link e´:
q˙post(t) = uipost(t) − u
o
post(t).
Observando a conexa˜o da Figura 4.5 percebe-se que o fluxo de entrada uipost e´ formado pelo fluxo
ul que parte do link ant d segundos antes, ou seja, este fluxo alcanc¸a o link post atrasado d segundos,
onde d e´ o tempo de deslocamento entre os no´s. Sendo assim, e´ possı´vel definir a equac¸a˜o da dinaˆmica
da fila qpost em func¸a˜o do fluxo ulant , e desta maneira acoplar o sistema. A equac¸a˜o agora e´:
q˙post(t) = ulant(t−d) − uopost(t).
Entretanto, a modelagem de atrasos na˜o e´ desejada pois deseja-se realizar verificac¸a˜o formal dos
sistemas modelados, e os me´todos existentes na˜o tratam atrasos. Sendo assim, e´ necessa´rio utilizar
artifı´cios que tratem os atrasos de maneira implı´cita.
Nesta tese os atrasos sa˜o tratados na definic¸a˜o das guardas que chaveiam os esta´gios do sistema, e
na˜o nas equac¸o˜es que modelam as filas. A ide´ia e´ registrar os momentos onde ocorrem chaveamentos
de dinaˆmicas que impliquem na alterac¸a˜o dos fluxos ulant , e de posse destes valores calcular qual e´
o instante que ocorre a mudanc¸a de fluxo de entrada em uipost . A definic¸a˜o das guardas considera os
valores registrados, o tempo de deslocamento d e o offset, modelando de maneira implı´cita o atraso
das equac¸o˜es das filas.
4.2.2 Aplicac¸a˜o da Metodologia a uma Intersec¸a˜o Isolada
A Figura 4.6(a) apresenta um exemplo de sistema de tra´fego, uma intersec¸a˜o isolada, onde as setas
indicam os movimentos permitidos nos links definidos para o sistema. Estes links sa˜o mostrados na
Figura 4.6(b). Uma matriz de incideˆncia para este sistema esta´ representada na Tabela 4.2.
As varia´veis dos sistemas de tra´fego urbano que sera˜o analisadas sa˜o as filas formadas nos links de
entrada. Observando a Figura 4.6(a) e 4.6(b) e´ possı´vel identificar dois links de entrada, os links x1 e
y1. Neste caso, as varia´veis que sera˜o modeladas sa˜o as filas nestes links. Os esta´gios definidos para o
sistema podem ser observados na Figura 4.7. No esta´gio 1 a fase 2 esta´ presente para os movimentos
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Figura 4.6: Exemplo 1 – intersec¸a˜o isolada
Ent\Sai x1 x2 y1 y2
x1 0 0.7 0 0.3
x2 0 0 0 0
y1 0 0.3 0 0.7
y2 0 0 0 0
Tabela 4.2: Matriz de incideˆncia do sema´foro S
do link y1 e no esta´gio 2 a fase 1 esta´ presente para os movimentos do link x1. No caso da Figura 4.7
o tempo de verde para cada esta´gio e´ 1/2 ciclo.
Fase 1
Fase 2
Ciclo
Estágio
verdevermelho
Est. 1 Est. 2
Figura 4.7: Esta´gios e fases
Sendo qx1 e qy1 as varia´veis contı´nuas que representam as filas nos links x1 e y1, ui e uo os fluxos
de entrada e saı´da de veı´culos, as dinaˆmicas das filas para cada esta´gio esta˜o nas equac¸o˜es a seguir:
verdex1 =
{
˙qx1 = uix1−u
o
x1
˙qy1 = uiy1
(4.3)
vermelhox1 =
{
˙qx1 = uix1
˙qy1 = uiy1−u
o
y1
(4.4)
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A equac¸a˜o (4.3) modela as dinaˆmicas das filas quando o sema´foro esta´ verde na direc¸a˜o x (esta´gio
2). O tamanho da fila qx1 varia segundo uma taxa baseada na diferenc¸a entre os fluxos de entrada
e saı´da de veı´culo, e a fila qy1 acumula veı´culos segundo uma taxa que e´ o seu fluxo de entrada. A
equac¸a˜o (4.4) modela as dinaˆmicas das filas quando o sema´foro esta´ verde na direc¸a˜o y (esta´gio 1), e
neste caso, o escoamento de veı´culos ocorre na fila qy1 e o acu´mulo de veı´culos na fila qx1.
A Figura 4.8 mostra o autoˆmato obtido para o exemplo da Figura 4.6(a). A lei de controle definida
para o sistema e´ a de tempo fixo, onde os tempos de verde e vermelho do sema´foro sa˜o definidos off-
line. A guarda fim-verde indica o te´rmino da frac¸a˜o de tempo definida para o esta´gio em que o
sema´foro esta´ verde na direc¸a˜o x, e, analogamente, fim-vermelho indica o te´rmino da frac¸a˜o de tempo
definida para o esta´gio em que o sema´foro esta´ vermelho na direc¸a˜o x.
fim-verde
fim-vermelho
˙qx1 = uix1−u
o
x1 ˙qx1 = uix1
˙qy1 = uiy1−u
o
y1˙qy1 = u
i
y1
Figura 4.8: Autoˆmato em alto nı´vel para uma intersec¸a˜o isolada
4.3 Modelos Refinados
O autoˆmato obtido na sec¸a˜o 4.2 e´ uma visa˜o abstrata do sistema modelado como um sistema
hı´brido. Entretanto, para poder analisar o sistema e´ importante obter modelos mais detalhados, onde
o comportamento do sistema e´ analisado com maior grau de profundidade. Para definir modelos
refinados do autoˆmato hı´brido obtido na sec¸a˜o anterior, lembrando que para o caso de mu´ltiplas
intersec¸o˜es existe um autoˆmato para cada uma delas, e´ necessa´rio seguir os seguintes passos:
1. Analisar cada estado do autoˆmato em alto nı´vel (que representam os esta´gios do sistema) e
verificar se ele na˜o poderia ser modelado com mais detalhes. Isto e´ feito identificando diferen-
tes situac¸o˜es que o sistema pode se encontrar naquele esta´gio. A caracterı´stica que se busca
identificar e´ a formac¸a˜o ou na˜o de fila em cada esta´gio.
2. Para cada nova situac¸a˜o identificada atribuir um estado no autoˆmato hı´brido, ou seja, explodir
o estado que representa um esta´gio em outros estados. Sendo assim, e´ necessa´rio redefinir as
dinaˆmicas do sistema, pelo refinamento da equac¸a˜o (4.2).
3. Para sistemas com mu´ltiplas intersec¸o˜es e´ necessa´rio avaliar como o tempo de deslocamento
entre os sema´foros influencia a modelagem das novas situac¸o˜es de comportamento do sistema.
4. Definir como as guardas sera˜o implementadas, principalmente em sistemas com intersec¸o˜es
conectadas, de modo a garantir o acoplamento correto do sistema.
Para exemplificar a proposta de refinamento sa˜o explorados dois exemplos, um sistema composto
de uma intersec¸a˜o isolada e um sistema composto de duas intersec¸o˜es conectadas.
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4.3.1 Exemplo 1 – Sistema de uma Intersec¸a˜o Isolada
O autoˆmato da Figura 4.8 foi definido para o sistema da Figura 4.6(a), sendo que a lei de controle
aplicada foi a de tempo fixo. O primeiro passo do refinamento e´ analisar como o sistema se comporta
em cada esta´gio, e e´ possı´vel identificar duas situac¸o˜es distintas em cada estado: a presenc¸a ou na˜o
de formac¸a˜o de fila.
Quando existe fila o fluxo de veı´culos que cruzam o sema´foro (no´ S) e´ assumido ma´ximo, ou seja,
o fluxo de saı´da e´ assumido ser o fluxo de saturac¸a˜o f . Quando na˜o ha´ presenc¸a de fila assume-se que
o fluxo uo que parte do sema´foro e´ igual ao que chega (ui). Como o fluxo de entrada nunca e´ nulo
(considera-se constante e menor que o fluxo de saturac¸a˜o), sempre que um sema´foro transita para o
sinal verde ele esta´ no modo com fila, devido a` presenc¸a da fila formada durante o tempo de vermelho
do sema´foro nesta direc¸a˜o. Apo´s um perı´odo de tempo a fila pode esgotar e ele entrar no modo sem
fila.
Sendo assim, o autoˆmato encontrado no alto nı´vel pode ser remodelado com quatro estados, onde
cada esta´gio e´ representado por 2 estados (modo com e sem fila). As novas dinaˆmicas do sistema
quando o sema´foro esta´ verde na direc¸a˜o x, ou seja, no esta´gio 2 da Figura 4.7 sa˜o apresentadas a
seguir:
com filax1 =
{
˙qx1 = uix1−uox1 = uix1− fx1
˙qy1 = uiy1−uoy1 = uiy1−0 = uiy1
(4.5)
sem filax1 =
{
˙qx1 = uix1−uox1 = uix1−uix1 = 0
˙qy1 = uiy1−uoy1 = uiy1−0 = uiy1
(4.6)
As pro´ximas equac¸o˜es indicam as dinaˆmicas do sistema quando o sema´foro esta´ vermelho na
direc¸a˜o x, ou seja, no esta´gio 1 da Figura 4.7.
com filay1 =
{
˙qx1 = uix1−u
o
x1 = u
i
x1−0 = uix1
˙qy1 = uiy1−u
o
y1 = u
i
y1− fy1
(4.7)
sem filay1 =
{
˙qx1 = uix1−u
o
x1 = u
i
x1−0 = uix1
˙qy1 = uiy1−u
o
y1 = u
i
y1−u
i
y1 = 0
(4.8)
Como o sistema na˜o possui intersec¸o˜es conectadas o passo 3 descrito na sec¸a˜o 4.3 pode ser des-
considerado. A Figura 4.9 ilustra um autoˆmato obtido para um modelo refinado de uma intersec¸a˜o
isolada. Neste autoˆmato cada esta´gio e´ representado por dois estados, e e´ necessa´rio definir guardas
que possibilitem a transic¸a˜o entre estados que representam o mesmo esta´gio, devido ao esgotamento
da fila em determinada direc¸a˜o.
Para implementar as guardas e´ possı´vel utilizar varia´veis definidas como relo´gios para contar o
tempo de ciclo, e no caso do autoˆmato da Figura 4.9 e´ necessa´rio apenas uma, a varia´vel denominada
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r. Esta varia´vel, r, assume valores reais dentro do conjunto [0,T ], ou seja, a durac¸a˜o do tempo de ciclo
T . Sempre que r = T ela e´ reinicializada e assume valor r = 0, indicando o inı´cio de um novo ciclo.
Para que o modelo esteja correto e´ necessa´rio adicionar a cada estado do autoˆmato da Figura 4.9 a
dinaˆmica contı´nua que modela a varia´vel r, ou seja, em cada estado deve ser adicionado a dinaˆmica
r˙ = 1.
˙qx1 = uix1
˙qy1 = uiy1− fy1
˙qx1 = uix1− fx1
sem-filay
fim-vermelho
fim-verde
sem-filax
fim-vermelho
fim-verde
˙qx1 = 0
˙qy1 = uiy1 ˙qy1 = u
i
y1
˙qx1 = uix1
˙qy1 = 0
Figura 4.9: Autoˆmato do modelo refinado para uma intersec¸a˜o isolada
A Tabela 4.3 mostra como as guardas do autoˆmato da Figura 4.9 podem ser representadas em
func¸a˜o de paraˆmetros do sistema, onde T e´ o tempo de ciclo, c o split, qx1 e qy1 as filas e r um relo´gio
que conta o tempo de ciclo. Um novo ciclo sempre inicia com o sema´foro em verde na direc¸a˜o x, ou
seja, no intervalo [0,cT ] o sema´foro esta´ em verde na direc¸a˜o x (esta´gio 2) e no intervalo (cT,T ] ele
esta´ vermelho nesta direc¸a˜o (esta´gio 1).
Etiqueta Guarda
fim-vermelho r = T ; r := 0
fim-verde r = cT
sem-fila-x qx1 = 0
sem-fila-y qy1 = 0
Tabela 4.3: Guardas do autoˆmato para uma intersec¸a˜o isolada
O autoˆmato resultante pode ser visualizado na Figura 4.10, onde cada caixa pontilhada corres-
ponde a um estado do modelo de alto nı´vel da Figura 4.8.
4.3.2 Exemplo 2 – Sistema com Duas Intersec¸o˜es Conectadas
Suponha o sistema da Figura 4.11, onde existem duas intersec¸o˜es separadas por uma distaˆncia
D, e o tempo para percorrer esta distaˆncia e´ o tempo de deslocamento d. Os sema´foros existentes
nas intersec¸o˜es sa˜o sincronizados pelo offset, que e´ a defasagem entre os instantes de inı´cio do tempo
de verde. Os links e a conexa˜o do sistema esta˜o representados na Figura 4.12. O modelo em alto
nı´vel e´ composto por dois autoˆmatos, como mostra a Figura 4.13. Neste exemplo na˜o sa˜o permitidas
converso˜es, como pode ser observado nos esta´gios propostos para as intersec¸o˜es na Figura 4.14 (os
esta´gios sa˜o iguais para as duas intersec¸o˜es).
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r = T ;r := 0
˙qy1 = uiy1
r˙ = 1
˙qx1 = uix1
˙qy1 = 0
r˙ = 1
˙qx1 = uix1− fx1
˙qy1 = uiy1
r˙ = 1
˙qx1 = uix1
˙qy1 = uiy1− fy1
r˙ = 1
˙qx1 = 0 qx1 = 0
qy1 = 0
r = T ;r := 0
r = cT r = cT
verde em x
vermelho em x
Figura 4.10: Autoˆmato final para o modelo refinado (uma intersec¸a˜o isolada)
S1 S2
D
Figura 4.11: Sistema com duas intersec¸o˜es conectadas
O refinamento deve ser efetuado para cada sema´foro separadamente, sendo o acoplamento defi-
nido nas novas guardas que sera˜o implementadas. Para o autoˆmato que representa o primeiro no´ (S1)
o procedimento e´ ideˆntico ao descrito no exemplo anterior; as diferenc¸as aparecem no modelo do se-
gundo no´, onde o tempo de deslocamento entre os sema´foros influencia o chaveamento das dinaˆmicas.
As matrizes de incideˆncia para o primeiro e o segundo no´ esta˜o, respectivamente, nas Tabela 4.4 e
4.5.
Ent\Sai x1 x2 y1 y2
x1 0 1 0 0
x2 0 0 0 0
y1 0 0 0 1
y2 0 0 0 0
Tabela 4.4: Matriz de incideˆncia do sema´foro S1
x3
S1
x1
y1
y2
S2
x4
y3
y4
x2
Figura 4.12: Links para o sistema com duas intersec¸o˜es
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fim-verde
fim-vermelho
˙qx1 = uix1−u
o
x1
˙qy1 = uiy1
˙qx1 = uix1
˙qy1 = uiy1−u
o
y1
(a) Sema´foro S1
fim-verde
fim-vermelho
˙qx3 = uix3−u
o
x3
˙qy3 = uiy3
˙qx3 = uix3
˙qy3 = uiy3−u
o
y3
(b) Sema´foro S2
Figura 4.13: Modelos em alto nı´vel para S1 e S2
Fase 1
Fase 2
Ciclo
Estágio
verdevermelho
Est. 1 Est. 2
Figura 4.14: Esta´gios e fases – exemplo 2
Ent\Sai x3 x4 y3 y4
x3 0 1 0 0
x4 0 0 0 0
y3 0 0 0 1
y4 0 0 0 0
Tabela 4.5: Matriz de incideˆncia do sema´foro S2
O primeiro passo do refinamento do segundo autoˆmato e´ identificar diferentes comportamentos
das filas em cada esta´gio, ou seja, em cada estado. Quando o sistema esta´ no esta´gio em que o
sema´foro S2 esta´ verde na direc¸a˜o x (esta´gio 2) e´ possı´vel identificar novamente duas situac¸o˜es: com
e sem fila. Ale´m disso e´ possı´vel identificar treˆs situac¸o˜es de chegada de veı´culos no link x3, pois
eles chegam com um fluxo uix3(t) = ulx2(t− d) que pode ser fx1, uix1 ou 0 (sendo uix1 < fx1 e ambos
constantes).
Quando esta´ vermelho na direc¸a˜o x do sema´foro S2 (esta´gio 1) a formac¸a˜o de fila no link x3
tambe´m depende dos fluxos de veı´culos que partem do primeiro no´. Considerando estas novas
suposic¸o˜es e´ possı´vel redefinir as dinaˆmicas do sistema.
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As varia´veis contı´nuas do sema´foro S2 sa˜o as filas qx3 e qy3, filas formadas nos links x3 e y3,
respectivamente, e seus modelos matema´ticos quando esta´ verde na direc¸a˜o x (sema´foro S2 no esta´gio
2) esta˜o descritos nas equac¸o˜es a seguir:
com filax3 =


˙qx3 =− fx3 caso uix3 = 0
˙qx3 = uix1− fx3 caso uix3 = uix1
˙qx3 = fx1− fx3 caso uix3 = fx1
˙qy3 = uiy3
(4.9)
sem filax3 =
{
˙qx3 = 0
˙qy3 = uiy3
(4.10)
Este esta´gio agora precisa de 4 estados para ser modelado atrave´s de um autoˆmato hı´brido.
As equac¸o˜es que representam as dinaˆmicas na direc¸a˜o x quando o sema´foro S2 esta´ com o sinal
vermelho nesta direc¸a˜o (esta´gio 1) sa˜o:
com filay3 =


˙qx3 = 0 caso uix3 = 0
˙qx3 = uix1 caso u
i
x3 = u
i
x1
˙qx3 = fx1 caso uix3 = fx1
˙qy3 = uiy3− fy3
(4.11)
sem filay3 =


˙qx3 = 0 caso uix3 = 0
˙qx3 = uix1 caso u
i
x3 = u
i
x1
˙qx3 = fx1 caso uix3 = fx1
˙qy3 = uiy3−u
i
y3 = 0
(4.12)
Para modelar este esta´gio sa˜o necessa´rios 6 estados no autoˆmato hı´brido pois e´ preciso considerar
as diferentes chegadas em x quando o sema´foro esta´ vermelho nesta direc¸a˜o.
Apo´s definir as novas dinaˆmicas para o sistema e´ necessa´rio analisar como o tempo de desloca-
mento d sera´ considerado na modelagem. A proposta e´ traduzi-lo nas guardas do autoˆmato hı´brido.
Assim, como no exemplo para uma intersec¸a˜o isolada, aqui tambe´m se utilizam varia´veis definidas
como relo´gios. Atrave´s destas varia´veis e´ possı´vel saber em que momento aconteceram as trocas
de dinaˆmicas no primeiro sema´foro, e assumindo os tempos de deslocamento constantes e´ possı´vel
prever quando ocorrem trocas de dinaˆmicas no segundo sema´foro.
A Figura 4.15 ilustra esta ide´ia, onde s e´ o offset entre os sema´foros, c o split, T o tempo de
ciclo e d o tempo de deslocamento entre os no´s. Sa˜o definidas duas varia´veis como relo´gios, r1 e r2.
O relo´gio r1 controla o tempo de ciclo e r2 registra o momento da troca de dinaˆmica no sema´foro
S1. O ciclo sempre comec¸a com o sema´foro verde para o no´ S1, e e´ possı´vel perceber na situac¸a˜o
descrita na Figura 4.15 que os veı´culos que partem do sema´foro S1 no instante r1 = 0 alcanc¸am o
segundo sema´foro d segundos depois (no caso r1 = s), exatamente quando o sema´foro S2 ficou verde.
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As varia´veis sa˜o zeradas a cada novo ciclo. Com estas informac¸o˜es e´ possı´vel modelar guardas que
controlam os tempos de verde e vermelho nos dois no´s (S1 e S2) e guardas que acoplem os dois
sema´foros.
u
i
x1fluxo = fluxo = f x1
fluxo = f
x1 u
i
x1fluxo = 
r1=0
r2=xr2=0
r1=s r1=s
r1:=0
semáforo S1
semáforo S2
r2=x
r1=cT+s
r1=0 r1=x
r1=x+s
r2:=0
r2=x
r1=T
d d
fluxo de entrada no semáforo 1
instante da mudança de 
r1=cT
Figura 4.15: Relo´gios para modelar guardas
A Figura 4.16 ilustra o autoˆmato refinado obtido para o segundo sema´foro. As guardas definidas
para este autoˆmato esta˜o na Tabela 4.6, lembrando que s e´ offset, T o tempo de ciclo, d o tempo de
deslocamento, c o split, r1 e r2 as varia´veis que representam relo´gios, e qx3 e qy3 as varia´veis de estado
que representam as filas do no´ S2.
Etiqueta Guarda
a qx3 = 0
b qy3 = 0
c r1 = s
d r1 ≥ cT + s
e r1−d = r2
f r1 ≥ d
g r1 ≥ cT + d
h r1 = s∧qx3 = 0
Tabela 4.6: Guardas do autoˆmato do sema´foro S2
As guardas a e b sa˜o habilitadas quando as filas qx3 e qy3 sa˜o nulas. O te´rmino do tempo de verde
ou vermelho e´ sinalizado atrave´s das guardas d e c, respectivamente, sendo que e´ utilizado um u´nico
relo´gio para controlar os tempos de ciclo dos dois sema´foros, e isto e´ possı´vel porque utiliza-se o
offset s entre os sema´foros para sincroniza´-los.
A guarda e tem o intuito de sinalizar a mudanc¸a no fluxo de entrada de veı´culos no sema´foro S2,
considerando o instante que os veı´culos deixaram o sema´foro S1. Para este teste utiliza-se a varia´vel
r2, que indica quando o sema´foro S1 deixou de atuar no modo com fila e onde o fluxo era fx1. O teste
consiste em verificar no sema´foro S2 se o instante em que o veı´culo partiu do sema´foro S1 (r1− d)
ocorreu antes do instante armazenado na varia´vel r2, e isto pode ser visualizado na Figura 4.15. Se o
veı´culo partiu antes do instante r2 a guarda na˜o e´ habilitada, caso contra´rio, transita para um estado
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˙qy3 = uiy3
b
d
c
d
f
c
c
a
f
e
a
d
d
c
b
c
g
e
g
b
e
g g
c
h
h
a
˙qx3 = 0
˙qy3 = uiy3
˙qx3 =− fx3
˙qx3 = uix1 − fx3
˙qx3 = fx1 − fx3
˙qy3 = uiy3
˙qx3 = 0
˙qy3 = uiy3− fy3
˙qx3 = uix1
˙qx3 = fx1
˙qy3 = uiy3− fy3
˙qx3 = 0
˙qy3 = 0
˙qx3 = uix1
˙qy3 = 0
˙qy3 = 0
˙qx3 = fx1
˙qy3 = uiy3− fy3
˙qy3 = uiy3
Vermelho em x Vermelho em xVerde em x
Figura 4.16: Autoˆmato refinado para segunda intersec¸a˜o
onde o fluxo de chegada de veı´culos e´ uix1. A transic¸a˜o so´ vai ocorrer se o tempo de verde na˜o tiver
terminado, e para que este teste tenha validade durante todo tempo de execuc¸a˜o e´ necessa´rio que
d ≤ T − r2, caso contra´rio as dinaˆmicas propostas na˜o tera˜o validade.
As guardas f e g sinalizam a chegada de veı´culos no sema´foro S2, considerando que o offset e´
menor que o tempo de deslocamento d. Na Figura 4.17 e´ possı´vel visualizar esta situac¸a˜o. Por fim, a
guarda h habilita a transic¸a˜o para um estado onde o sema´foro S2 esta´ com o sinal verde, pore´m a fila
na direc¸a˜o x e´ nula.
d−s
d d
s
r1=0
r1:=0
vermelho
r1=0 r1=cT r1=T
r1=s r1=d
s
verde
verde vermelho
r1=cT+s r1=cT+d
semáforo S1
semáforo S2
r1=s r1=d
Figura 4.17: Funcionamento das guardas considerando o tempo de deslocamento
Para implementar o modelo do sistema de duas intersec¸o˜es conectadas e´ necessa´rio considerar
as dinaˆmicas dos relo´gios r1 e r2. Estas varia´veis acoplam o sistema, logo sa˜o varia´veis globais
utilizadas nas guardas dos autoˆmatos dos dois sema´foros. Entretanto, basta adicionar as dinaˆmicas
que modelam seu comportamento nos estados do autoˆmato do primeiro sema´foro (S1). Isto e´ possı´vel
porque o relo´gio que controla o tempo de ciclo (r1) o faz para os dois sema´foros, considerando a
defasagem entre eles. Ale´m disso, o relo´gio r2 precisa guardar um instante de troca de dinaˆmica
ocorrido no primeiro autoˆmato. O novo autoˆmato do primeiro sema´foro, considerando as dinaˆmicas
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dos relo´gios, pode ser encontrado na Figura 4.18.
´E possı´vel perceber no novo autoˆmato a inclusa˜o da dinaˆmica da varia´vel r2, que guarda o tempo
que o sema´foro S1 esta´ descarregando veı´culos na direc¸a˜o x no modo com fila. Esta varia´vel assume
valores reais dentro do conjunto [0,cT ] e e´ reinicializada no inı´cio de cada ciclo (quando a transic¸a˜o
associada a` guarda fim-vermelho ocorre), sendo que a dinaˆmica neste estado e´ r˙2 = 1. Quando o
sistema transita para outros estados a dinaˆmica e´ alterada para r˙2 = 0, armazenando em r2 o instante
da transic¸a˜o de estado. Este instante representa a parcela de tempo que o sistema ficou com o sema´foro
no sinal verde e descarregando fila na direc¸a˜o x.
˙qx1 = uix1
˙qy1 = 0
˙qx1 = 0
˙qy1 = uiy1
r˙1 = 1
r˙1 = 1
r˙2 = 0
r˙2 = 0
˙qx1 = uix1− fx1
˙qy1 = uiy1
r˙1 = 1
r˙2 = 1
˙qx1 = uix1
˙qy1 = uiy1− fy1
r˙1 = 1
r˙2 = 0
qx1 = 0
qy1 = 0
r1 = T ;r1 := 0;r2 := 0 r1 = T ;r1 := 0;r2 := 0
r1 = cT
r1 = cT
Vermelho em x
Verde em x
Figura 4.18: Autoˆmato do sema´foro S1 considerando as dinaˆmicas dos relo´gios
4.4 Implementac¸a˜o
A modelagem proposta nos exemplos desenvolvidos e´ implementada com a ajuda de uma ferra-
menta computacional, o CheckMate [Silva et al., 2000]. O CheckMate e´ uma ferramenta baseada no
MATLAB para modelagem, simulac¸a˜o e verificac¸a˜o formal de sistemas hı´bridos.
4.4.1 Ferramenta Utilizada – CheckMate
A ferramenta CheckMate e´ implementada no MATLAB, utilizando a interface gra´fica Simulink.
O CheckMate e´ composto por treˆs blocos principais: switched continuous system block, polyhedral
threshold block e finite state machine block, que podem ser observados na Figura 4.19. Estes treˆs blo-
cos sa˜o utilizados juntamente com os blocos padro˜es do Simulink para construir modelos de sistemas
hı´bridos que podem ser simulados e verificados [Chutinan e Krogh, 2003].
O switched continuous system block (SCSB) define um sistema dinaˆmico contı´nuo cujas dinaˆmi-
cas dependem de uma entrada de valor discreto. Um SCSB possui uma entrada discreta u e uma saı´da
x, que e´ um vetor de estado contı´nuo para as dinaˆmicas do bloco. A dinaˆmica contı´nua e´ selecionada
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Figura 4.19: Blocos disponı´veis no CheckMate
pelo valor u de acordo com x˙ = fu(x). A entrada discreta u no SCSB so´ pode vir da ma´quina de estado
finito. Os tipos de equac¸o˜es diferenciais ordina´rias que podem ser especificados para cada valor
discreto da entrada u sa˜o: na˜o-linear, onde x˙ = f (x) para uma func¸a˜o na˜o-linear contı´nua arbitra´ria
f ; linear, onde x˙ = Ax+b para uma matriz constante A e um vetor b; e constante, onde x˙ = c para um
vetor constante c. Para cada caso o CheckMate utiliza um procedimento de aproximac¸a˜o flow-pipe,
que e´ otimizado para o tipo especificado de dinaˆmica, sendo que a representac¸a˜o flow-pipe e´ exata no
caso de dinaˆmicas constantes.
O Polyhedral Threshold Block (PTHB) define um poliedro convexo parametrizado por um par
matrix-vetor (C,d). A entrada e´ um vetor estado contı´nuo x e a saı´da e´ um sinal booleano indicando
se x esta´ ou na˜o dentro do poliedro convexo definido por Cx ≤ d. A entrada deve ser construı´da a`
partir das saı´das dos SCSBs.
O bloco finite-state machine block (FSMB) e´ implementado pelo Stateflow com as seguintes
restric¸o˜es:
• cada entrada evento deve ser uma func¸a˜o lo´gica das saı´das dos PTHBs;
• cada dado de entrada deve ser uma func¸a˜o lo´gica das saı´das dos PTHBs ou FSMB;
• somente sa˜o permitidos sinais de saı´da com valor discreto;
• o diagrama Stateflow na˜o deve conter hierarquias e cada estado deve atribuir um valor u´nico
para o dado de saı´da na ac¸a˜o de entrada. Nenhuma outra ac¸a˜o e´ permitida em qualquer estado
ou transic¸a˜o rotulada.
Ale´m dos blocos desenvolvidos especificamente para o CheckMate existem os blocos-padra˜o do
Simulink. Para simulac¸a˜o qualquer bloco pode ser utilizado, entretanto para verificac¸a˜o, ale´m dos
blocos especı´ficos, podem ser utilizados apenas os operadores lo´gicos e sinais MUX/DEMUX.
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O procedimento de verificac¸a˜o do CheckMate e´ baseado na teoria geral de autoˆmato hı´brido
com semaˆntica de sistemas de transic¸a˜o. Para aplicar esta teoria o CheckMate converte modelos
Simulink-Stateflow em uma classe de autoˆmatos hı´bridos chamada polyhedral-invariant hybrid au-
tomata (PIHA). O PIHA difere de um autoˆmato hı´brido geral nos seguintes aspectos:
1. Na˜o existe nenhum mapeamento de reset associado a`s transic¸o˜es discretas, o que significa que
na˜o existem descontinuidades nas trajeto´rias no estado contı´nuo.
2. Os invariantes sa˜o definidos por inequac¸o˜es lineares.
3. As guardas sa˜o faces dos invariantes, o que significa que uma transic¸a˜o no espac¸o discreto
ocorre imediatamente quando a trajeto´ria no estado contı´nuo atinge uma guarda.
Assim como os sistemas hı´bridos em geral, o sistema de transic¸a˜o do PIHA tem um espac¸o de
estados infinito. Para aplicar te´cnicas do padra˜o model checking uma aproximac¸a˜o conservativa de es-
tado finito e´ construı´da, resultando no chamado sistema de transic¸a˜o quociente aproximativo (AQTS).
Se a verificac¸a˜o e´ inconclusiva, o AQTS pode ser refinado e o procedimento de verificac¸a˜o pode ser
executado novamente [Chutinan e Krogh, 2001]. O principal obsta´culo em relac¸a˜o a` realizac¸a˜o do
AQTS para o sistema hı´brido e´ a falta de me´todos efetivos para computar os flow-pipes, ou seja, o
conjunto de trajeto´rias contı´nuas partindo de um conjunto de estados iniciais. Em Chutinan e Krogh
[1998] e´ proposto um procedimento para computar aproximac¸o˜es poliedrais conservativas para flow-
pipes de sistemas dinaˆmicos contı´nuos.
O procedimento de verificac¸a˜o no CheckMate inicia com a conversa˜o do modelo Simulink em
um PIHA equivalente. A ana´lise do PIHA e´ limitada pela regia˜o poliedral definida pelo usua´rio
chamada regia˜o de ana´lise do espac¸o de estados contı´nuo. Um AQTS de estado finito e´ construı´do
para verificar propriedades nas trajeto´rias de estado do PIHA. Os estados discretos no AQTS sa˜o
definidos por uma partic¸a˜o inicial da superfı´cie de chaveamento (isto e´, os limites dos poliedros
definidos nos threshold blocks), construı´dos de acordo com os paraˆmetros especificados pelo usua´rio.
Transic¸o˜es entre estados no AQTS sa˜o computados usando aproximac¸a˜o por flow-pipes. O AQTS
e´ enta˜o verificado novamente para uma dada especificac¸a˜o usando alguma te´cnica do padra˜o model
checking para sistemas de transic¸a˜o de estados finitos.
O CheckMate permite modelar especificac¸o˜es escritas em lo´gica ACTL. Fo´rmulas ACTL consis-
tem de operadores temporais e quantificadores de caminho. Se a verificac¸a˜o falha devido a` discreti-
zac¸a˜o grosseira do AQTS, a partic¸a˜o para o AQTS e´ refinada. O processo pode ser repetido ate´ que o
AQTS satisfac¸a a especificac¸a˜o ou que o usua´rio termine a verificac¸a˜o.
4.4.2 Simulac¸a˜o – Resultados Obtidos
O modelo proposto para o sistema composto de duas intersec¸o˜es (Figura 4.11) foi implemen-
tado no CheckMate. O sistema foi definido como um modelo u´nico composto de 6 varia´veis de
estados, ou seja, apenas um switched continuous system block (SCSB) foi definido para o sistema
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x = [r1 qx1 qy1 r2 qx3 qy3]. Apesar de utilizar apenas um SCSB, ou seja, definir as varia´veis dos
sema´foros como um sistema global, foram utilizadas duas ma´quinas de estado, e para cada qual fo-
ram definidas guardas. Cada guarda e´ modelada em um PTHB. A Figura 4.20 apresenta o diagrama
de blocos definido no CheckMate para executar as simulac¸o˜es.
O primeiro sema´foro foi projetado em um FSMB com quatro estados, como mostra a Figura 4.21,
e foram definidos 4 PTHBs no modelo da Figura 4.20 para representar as guardas. O FSMB do
segundo sema´foro foi projetado com 10 estados (Figura 4.22), e 8 PTHBs foram definidos no modelo
da Figura 4.20 para implementar as guardas. Os autoˆmatos das Figuras 4.21 e 4.18 sa˜o similares,
a u´nica diferenc¸a e´ o estado inicial. O mesmo ocorre com os autoˆmatos das Figuras 4.22 e 4.16.
Como as dinaˆmicas foram definidas em apenas um SCSB e´ necessa´rio definir uma expressa˜o que
represente um estado equivalente aos estados dos 2 FSMB. A expressa˜o proposta e´ u = 10(u1−1)+
u2. A dinaˆmica proposta para o sistema x = [r1 qx1 qy1 r2 qx3 qy3] no estado u = 4, por exemplo,
representa a dinaˆmica proposta para o sistema com os sema´foros S1 e S2 nos estados u1 = 1 e u2 = 4,
respectivamente.
As dinaˆmicas e as guardas sa˜o definidas em programas armazenados em arquivos com extensa˜o
.m, compatı´veis com o MATLAB e especı´ficos para o CheckMate. Nestes arquivos tambe´m sa˜o infor-
mados todos os paraˆmetros relacionados ao sistema, como o tempo de deslocamento, offset, tempo
de ciclo, valores de fluxo, entre outros.
Foram realizadas diversas simulac¸o˜es para analisar o comportamento do sistema. Alguns resulta-
dos obtidos sa˜o apresentados a seguir.
Simulac¸a˜o 1:
A simulac¸a˜o que e´ apresentada aqui considerou que o tempo de deslocamento e o offset sa˜o dife-
rentes, s < d, ou seja, nem todos os carros que partirem do sema´foro S1 com o sinal verde alcanc¸ara˜o
o sema´foro S2 com o sinal verde no mesmo ciclo. Os dados da simulac¸a˜o sa˜o:
• tempo de ciclo T = 60 (segundos);
• split c = 0.5 (metade do tempo sinal verde e metade vermelho);
• tempo de deslocamento d = 20 (segundos);
• offset s = 15 (segundos);
• fluxo de saturac¸a˜o fx1 = 1800/3600 (veı´culos/segundo);
• fluxo de saturac¸a˜o fy1 = 1800/3600 (veı´culos/segundo);
• fluxo de saturac¸a˜o fx3 = 1800/3600 (veı´culos/segundo);
• fluxo de saturac¸a˜o fy3 = 1800/3600 (veı´culos/segundo);
4. Modelagem e Ana´lise de Sistemas de Tra´fego como Sistemas Hı´bridos 54
start
u2
sem_2
u1
reset
sem_1
C*x <= d
gc
C*x <= d
gb
C*x <= d
ga
C*x <= d
g9
C*x <= d
g8
C*x <= d
g7
C*x <= d
g6
C*x <= d
g5
C*x <= d
g4
C*x <= d
g3
C*x <= d
g2
C*x <= d
g1
dinamicas
Mux4
Mux3
Mux2
Mux1
Mux
Figura 4.20: Modelo desenvolvido no CheckMate
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Figura 4.21: FSMB que modela sema´foro S1
semaforo/sem_2
Printed 09-Apr-2007 17:20:02
g6
start
gcgc
g8g5
g5
g5
ga
g7
gb
gb
g8
gbgb g7 g7g7
g7
g7
ga
g8
g6
g9g9
g9 g8
g6
greenx_1entry:u2=1
redx_1entry:u2=5redx_4entry:u2=8
greenx_2entry:u2=2
redx_2entry:u2=6redx_5entry:u2=9
greenx_3entry:u2=3
redx_6entry:u2=10 redx_3entry:u2=7
greenx_4entry:u2=4
Figura 4.22: FSMB que modela sema´foro S2
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• fluxo de entrada de veı´culos ux1 = uy1 = 1500/3600 (veı´culos/segundo);
• fluxo de entrada de veı´culos uy3 = 900/3600 (veı´culos/segundo);
• condic¸o˜es iniciais: qx1 = 2, qy1 = 0, qx3 = 4 e qy3 = 2, ale´m disso o sema´foro S1 esta´ com o
sinal verde e o S2 com o sinal vermelho na direc¸a˜o x. Os valores iniciais definem os estados
iniciais dos autoˆmatos de S1 e S2.
• tempo de simulac¸a˜o t = 300 (segundos).
A evoluc¸a˜o das filas em x e y no sema´foro S1 esta´ na Figura 4.23. ´E possı´vel perceber que o
sema´foro atua sempre no modo com fila em regime permanente, pois as filas na˜o se esgotam em
nenhuma direc¸a˜o. Isto acontece porque a taxa de ocupac¸a˜o da via, em ambas direc¸o˜es, e´ muito alta.
O grau de saturac¸a˜o, que define uma relac¸a˜o entre o nu´mero de veı´culos que chegam no cruzamento
durante um ciclo e o nu´mero de veı´culos que podem ser atendidos, tem valor maior que 1, e quando
isso acontece significa que chegam mais veı´culos do que podem ser atendidos (ver Apeˆndice A).
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Figura 4.23: Comportamento das filas no sema´foro S1 – Simulac¸a˜o 1
A evoluc¸a˜o das filas em x e y no sema´foro S2 esta˜o na Figura 4.24. Na direc¸a˜o y o sema´foro atua
no modo com fila e se a fila esgota passa a atuar no modo sem formac¸a˜o de fila (isto ocorre apenas no
primeiro ciclo). Em regime permanente a fila qy3 se esgota no instante da troca semafo´rica, enquanto
a fila qx3 na˜o se esgota devido ao seu estado inicial, que extrapola a capacidade da via. A evoluc¸a˜o do
sistema nos estados dos autoˆmatos hı´bridos das Figuras 4.21 e 4.22 pode ser observado no gra´fico da
Figura 4.25.
O gra´fico mostra que, em regime permanente, o autoˆmato de S1 oscila entre os estados u1 = 1
e u1 = 3 da Figura 4.21, o que confirma que o sistema esta´ sempre com formac¸a˜o de fila em ambos
os sentidos da via. O autoˆmato da Figura 4.22 percorre a seguinte sequ¨eˆncia de estados em regime
permanente (u2 = 2,u2 = 3,u2 = 7,u2 = 5,u2 = 2,u2 = 3,u2 = 7, · · · ). Na direc¸a˜o x inicialmente
existe uma descarga de fila (estado u2 = 2) e quando os veı´culos que partem de S1 chegam em S2 o
sistema atua sempre no modo com fila, onde o fluxo de chegada e´ sempre igual ao fluxo de saı´da, no
caso o fluxo de saturac¸a˜o fx1. Isto e´ comprovado com a visita ao estado u2 = 7, onde o sema´foro esta´
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Figura 4.24: Comportamento das filas no sema´foro S2 – Simulac¸a˜o 1
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Figura 4.25: Evoluc¸a˜o dos estados nos FSMBs – Simulac¸a˜o 1
vermelho em x e a sua fila cresce segundo a taxa fx3. Quando a chegada de veı´culos cessa o sistema
transita para o estado u2 = 5.
O comportamento dos relo´gios r1 e r2 esta´ na Figura 4.26. O relo´gio r1 e´ reinicializado em 0 a
cada novo ciclo de S1, e a varia´vel r2 esta´ sempre no seu valor ma´ximo em regime permanente. Este
resultado e´ o esperado pois o sema´foro S1 atua sempre no modo com fila, logo na˜o ocorre mudanc¸a
de dinaˆmica enquanto o sinal esta´ verde. Isto comprova o fato do autoˆmato de S2 na˜o entrar no estado
u2 = 6.
O regime transito´rio para esta simulac¸a˜o dura um ciclo de cada sema´foro. Atrave´s dos gra´ficos
e´ possı´vel perceber que durante o primeiro ciclo de S1 a fila qx1 chega a ser nula durante o sinal
verde. O instante que isto ocorre fica registrado no relo´gio r2, e pode ser confirmado no gra´fico da
Figura 4.26. Ale´m disso a evoluc¸a˜o dos estados do sema´foro S1 tambe´m comprova este fato, pois
fica registrado que o estado u1 = 2 foi visitado no primeiro ciclo. A visita aos estados u2 = 4 e u2 = 6
se devem justamente ao fato da fila qx1 ser nula por alguns instantes no primeiro ciclo, onde enta˜o o
fluxo de chegada de veı´culos em qx3 e´ ux1.
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Figura 4.26: Comportamento dos relo´gios – Simulac¸a˜o 1
Simulac¸a˜o 2:
A simulac¸a˜o apresentada anteriormente mostra que quando a taxa de ocupac¸a˜o da via e´ muito alta
no sema´foro S1 na˜o e´ possı´vel esgotar a fila nos links qx1 e qy1. O objetivo desta simulac¸a˜o e´ ver o
comportamento do sistema quando as taxas de ocupac¸a˜o nestes links na˜o ultrapassam a capacidade
da via.
• tempo de ciclo T = 60 (segundos);
• split c = 0.5 (metade do tempo sinal verde e metade vermelho);
• tempo de deslocamento d = 20 (segundos);
• offset s = 15 (segundos);
• fluxo de saturac¸a˜o fx1 = 1800/3600 (veı´culos/segundo);
• fluxo de saturac¸a˜o fy1 = 1800/3600 (veı´culos/segundo);
• fluxo de saturac¸a˜o fx3 = 1800/3600 (veı´culos/segundo);
• fluxo de saturac¸a˜o fy3 = 1800/3600 (veı´culos/segundo);
• fluxo de entrada de veı´culos ux1 = uy1 = 900/3600 (veı´culos/segundo);
• fluxo de entrada de veı´culos uy3 = 900/3600 (veı´culos/segundo);
• condic¸o˜es iniciais: qx1 = 2, qy1 = 0, qx3 = 9 e qy3 = 2, ale´m disso o sema´foro S1 esta´ com o
sinal verde e o S2 com o sinal vermelho na direc¸a˜o x;
• tempo de simulac¸a˜o t = 300 (segundos).
4. Modelagem e Ana´lise de Sistemas de Tra´fego como Sistemas Hı´bridos 59
0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300
0
1
2
3
4
5
6
7
8
Tempo (s)
Fi
la
 q
x1
 (v
eic
)
(a) Fila em x – S1
0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300
0
1
2
3
4
5
6
7
8
Tempo (s)
Fi
la
 q
y1
 (v
eic
)
(b) Fila em y – S1
Figura 4.27: Comportamento das filas no sema´foro S1 – Simulac¸a˜o 2
A evoluc¸a˜o das filas em x e y no sema´foro S1 esta´ na Figura 4.27. ´E possı´vel perceber que nesta
simulac¸a˜o as filas se tornam nulas em ambas as direc¸o˜es. Com excec¸a˜o do primeiro ciclo, as filas se
esgotam no instante da troca semafo´rica.
A evoluc¸a˜o das filas em x e y no sema´foro S2 esta˜o na Figura 4.28. Em regime permanente o
comportamento das filas e´ igual ao apresentado na simulac¸a˜o anterior. As diferenc¸as aparecem no
regime transito´rio. A evoluc¸a˜o do sistema nos estados dos autoˆmatos hı´bridos das Figuras 4.21 e 4.22
pode ser observado no gra´fico da Figura 4.29.
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Figura 4.28: Comportamento das filas no sema´foro S2 – Simulac¸a˜o 2
O gra´fico mostra que, em regime permanente, os estados visitados nos autoˆmatos S1 e S2 sa˜o os
mesmos da simulac¸a˜o anterior. O fato de S1 oscilar entre os estados u1 = 1 e u1 = 3 da Figura 4.21,
mesmo esgotando as filas qx1 e qy1 se deve ao fato disto acontecer nos instantes das trocas semafo´ricas.
A mesma justificativa se aplica para o caso da fila qy3.
O comportamento dos relo´gios r1 e r2 esta´ na Figura 4.30. O relo´gio r1 e´ reinicializado em 0
a cada novo ciclo de S1, e a varia´vel r2 esta´ sempre no seu valor ma´ximo em regime permanente.
Apenas no primeiro ciclo r2 tem valor inferior ao tempo de verde, e isto ocorre porque a fila em
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Figura 4.29: Evoluc¸a˜o dos estados nos FSMBs – Simulac¸a˜o 2
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Figura 4.30: Comportamento dos relo´gios – Simulac¸a˜o 2
x1 se esgota e e´ preciso armazenar o instante da troca de dinaˆmicas. A troca desta dinaˆmica fica
comprovada com a visita ao estado u1 = 2.
No primeiro ciclo de S2 a fila qx3 possui um comportamento diferente da simulac¸a˜o anterior. A
fila permanece com um valor constante ate´ o momento da abertura do sinal verde no link x3, quando
se inicia uma descarga da fila (estado u2 = 2). Quando os veı´culos que partiram de S1 alcanc¸am o
link x3 o autoˆmato transita para o estado u2 = 3, onde a o fluxo de chegada e partida de veı´culos e´ fx1.
A ocorreˆncia da troca de dinaˆmica no modo com-fila no sema´foro S1 altera o comportamento da fila
qx3. Quando os veı´culos que partem de S1 com fluxo ux1 chegam em S2 o autoˆmato S2 transita para
o estado u2 = 4, onde a fluxo de chegada e´ menor que o fluxo de partida. A fila e´ descarregada ate´
o momento da abertura do sinal vermelho no link x3, quando a fila comec¸a novamenta a crescer. O
fato da transic¸a˜o para o sinal vermelho em x ocorrer com fluxo de chegada igual ux1 justifica a visita
ao estado u2 = 6. Apo´s o primeiro ciclo os fluxos de entrada e partida de veı´culos sa˜o sempre iguais,
como mostra a situac¸a˜o de regime.
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4.5 Verificac¸a˜o de Propriedades
Atrave´s das simulac¸o˜es apresentadas foi possı´vel avaliar o comportamento das filas do sistema
atrave´s da modelagem com autoˆmatos hı´bridos. Ale´m de possibilitar a ana´lise da evoluc¸a˜o do sistema
ao longo do tempo, as simulac¸o˜es permitiram verificar que o acoplamento dos sistemas atrave´s das
guardas funcionou corretamente. Entretanto, o objetivo deste trabalho tambe´m e´ realizar verificac¸a˜o
formal dos sistemas de tra´fego urbano modelados atrave´s dos sistemas hı´bridos.
Infelizmente, um problema que se encontra nas ferramentas de modelagem e verificac¸a˜o de siste-
mas hı´bridos e´ a complexidade computacional na busca do espac¸o de estados, e isto na˜o e´ diferente
com o CheckMate. Um sistema formado com duas intersec¸o˜es conectadas possui 6 varia´veis de es-
tado a a sua verificac¸a˜o na˜o e´ via´vel. Entretanto, tenta-se verificar algumas propriedades relacionadas
a um sistema composto por uma intersec¸a˜o isolada. O CheckMate permite modelar especificac¸o˜es
escritas em lo´gica ACTL, e atrave´s delas e´ possı´vel verificar situac¸o˜es de bloqueio, verificar se uma
fila alcanc¸a ou na˜o um dado tamanho no futuro e se determinada dinaˆmica contı´nua vai ser habilitada
em algum momento, entre outros.
Nesta tese sa˜o apresentados resultados para duas especificac¸o˜es: especificac¸a˜o que verifica se o
sistema e´ bloqueante; e especificac¸a˜o que verifica se existe tempo de verde ocioso.
4.5.1 Verificac¸a˜o 1 – Bloqueio
O modelo refinado de um sistema de tra´fego como da Figura 4.6(a) (exemplo desenvolvido na
sec¸a˜o 4.3.1) pode ser definido utilizando treˆs varia´veis de estado, duas para modelar as filas e uma
para modelar o relo´gio que controla a divisa˜o do tempo de ciclo entre os esta´gios. O autoˆmato hı´brido
implementado no CheckMate para este sistema pode ser observado na Figura 4.31. As guardas imple-
mentadas esta˜o na Tabela 4.7. Os estados green−x1 e green−x2 representam os estados onde o
sistema esta´ verde na direc¸a˜o x (esta´gio 2) e red−x1 e red−x2 os estados quando esta´ vermelho na
direc¸a˜o x (esta´gio 1). O estado avoid foi introduzido para fins de verificac¸a˜o de propriedades, sendo
que o sistema transita para este estado quando as filas alcanc¸am determinado valor.
Etiqueta Guarda
g11 qx1 = 0
g21 qy1 = 0
g31 r = cT
g41 r = T ; r := 0
gp qx1 > 50
g f qx1 > 50
Tabela 4.7: Guardas do autoˆmato para uma intersec¸a˜o isolada
A propriedade a ser verificada busca garantir que as filas nas direc¸o˜es x e y na˜o ultrapassam o
valor limite de 50 veı´culos, ou seja, verificar que o estado avoid nunca e´ visitado. Os paraˆmetros e
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start
g_f
g1_1
g_f
g4_1/reset;
g3_1
g4_1/reset;
g3_1
g2_1
g_p
g_p
green_x1entry:u1=1green_x2entry:u1=2
red_x1entry:u1=3red_x2entry:u1=4
avoidentry:u1=5
Figura 4.31: FSMB que modela sema´foro para intersec¸a˜o isolada
condic¸o˜es iniciais do sistema para esta verificac¸a˜o sa˜o:
• tempo de ciclo T = 90 (segundos);
• split c = 0.6 (54 segundos esta´gio 2 e 36 segundos esta´gio 1);
• fluxo de saturac¸a˜o fx1 = 3600/3600 (veı´culos/segundo);
• fluxo de saturac¸a˜o fy1 = 3600/3600 (veı´culos/segundo);
• fluxo de entrada de veı´culos ux1 = 2160/3600 e uy1 = 1440/3600 (veı´culos/segundo);
• condic¸o˜es iniciais: qx1 = 2, qy1 = 0 e r = 0, ale´m disso o sema´foro S1 esta´ com o sinal verde
direc¸a˜o x;
• tempo de simulac¸a˜o t = 600 (segundos).
Os resultados de simulac¸a˜o apresentados na Figura 4.32 indicam que o estado avoid nunca e´
visitado pois as filas na˜o atingem o valor limite. Entretanto, para garantir que isto nunca vai acontecer
em nenhum momento do futuro e´ preciso realizar o processo de verificac¸a˜o.
O resultado obtido atrave´s do procedimento verify do CheckMate esta´ a seguir, onde e´ possı´vel
garantir que o sistema nunca entrara´ no estado avoid com as condic¸o˜es iniciais utilizadas. A especifi-
cac¸a˜o ((AG ˜ out-of-bound) & (AG ˜ sem-1 == avoid)) verifica que o sistema nunca sai dos
limites da regia˜o de ana´lise e que o estado avoid do autoˆmato sem-1 nunca e´ visitado.
>> verify
Performing PIHA conversion.
Compiling threshold hyperplanes.
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Figura 4.32: Comportamento das filas – Verificac¸a˜o 1
PIHA conversion successful.
PIHA conversion completed in 2.31 seconds.
Generating generic transition system.
.
.
.
Parsing specification 1: (AG ˜out_of_bound)&(AG ˜sem_1 == avoid)
Compiling list of atomic propositions.
* out_of_bound
* sem_1_in_avoid
Making refinement decision.
System never enters the state "avoid"
total verification time is 13.50 seconds.
>>
Quando se altera o fluxo de chegada de veı´culos em uma das direc¸o˜es, no caso uy1 = 1500/3600,
e´ possı´vel perceber que o comportamento da fila e´ alterado na direc¸a˜o y. A Figura 4.33 mostra que
a fila na direc¸a˜o y na˜o se esgota ao longo do tempo. Ao tentar verificar a propriedade verificada
anteriormente se encontra o seguinte resultado:
>> verify
Performing PIHA conversion.
Compiling threshold hyperplanes.
PIHA conversion successful.
PIHA conversion completed in 2.27 seconds.
Generating generic transition system.
.
.
.
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Parsing specification 1: (AG ˜out_of_bound)&(AG ˜sem_1 == avoid)
Compiling list of atomic propositions.
* out_of_bound
* sem_1_in_avoid
Making refinement decision.
System does not satisfy the specification of nevering entering the
state "avoid"
....
>>
O resultado da verificac¸a˜o diz que na˜o e´ possı´vel garantir que o sistema nunca entrara´ no estado
avoid, o que ja´ era esperado. A verificac¸a˜o e´ necessa´ria porque na˜o e´ possı´vel afirmar que determi-
nada situac¸a˜o vai sempre ou nunca acontecer atrave´s de resultados de simulac¸a˜o.
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Figura 4.33: Comportamento das filas – Verificac¸a˜o 1 com fluxos alterados
4.5.2 Verificac¸a˜o 2 – Tempo Ocioso de Verde
Para realizar esta verificac¸a˜o foi adicionado um novo estado ao autoˆmato hı´brido que modela
uma intersec¸a˜o isolada. O novo autoˆmato e´ apresentado na Figura 4.34. A introduc¸a˜o do estado
reach se deve ao desejo de modelar a situac¸a˜o onde, caso a fila qx1 permanec¸a nula por um perı´odo
de tempo determinado, a indicac¸a˜o semafo´rica e´ alterada, aumentando assim o tempo de verde na
direc¸a˜o y. Para poder realizar o controle do tempo que a fila qx1 permanece nula foi introduzida uma
nova varia´vel de estado, no caso o relo´gio r2. A guarda lim e´ satisfeita quando r2 > 10, e gf quando
qx1 > 150 ou qy1 > 150.
Os paraˆmetros utilizados para esta simulac¸a˜o e verificac¸a˜o foram:
• tempo de ciclo T = 90 (segundos);
• split c = 0.6 (54 segundos esta´gio 2 e 36 segundos esta´gio 1);
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g3_1 startlim
g2_1
g_f
g1_1
g4_1/reset;
g_f
g3_1
g4_1/reset;
g3_1
g2_1
g_p
g_p
reachentry:u1=5
green_x1entry:u1=1green_x2entry:u1=2
red_x1entry:u1=3red_x2entry:u1=4
avoidentry:u1=6
Figura 4.34: FSMB modificada que modela sema´foro para intersec¸a˜o isolada
• fluxo de saturac¸a˜o fx1 = 3600/3600 (veı´culos/segundo);
• fluxo de saturac¸a˜o fy1 = 3600/3600 (veı´culos/segundo);
• fluxo de entrada de veı´culos ux1 = 1650/3600 e uy1 = 2000/3600 (veı´culos/segundo);
• condic¸o˜es iniciais: qx1 = 10, qy1 = 0, r = 0 e r2 = 0, ale´m disso o sema´foro S1 esta´ com o sinal
verde direc¸a˜o x;
• tempo de simulac¸a˜o t = 500 (segundos).
O comportamento da filas para esta simulac¸a˜o pode ser analisado na Figura 4.35. ´E possı´vel
perceber a fila qx1 e´ nula por mais de 10 segundos, fazendo com que o sema´foro transite para o
sinal verde na direc¸a˜o y em t = 32 segundos. Caso o estado reach na˜o tivesse sido adicionado esta
transic¸a˜o so´ aconteceria em t = 54 segundos e a fila qy1 na˜o teria sido esgotada.
Neste caso deseja-se verificar duas propriedades: se o sistema entra no estado avoid, e neste caso
vai bloquear pois atingiu um valor limite para alguma das filas; e se o sistema entra no estado reach
em algum momento. Os resulados obtidos esta˜o a seguir:
>> verify
Performing PIHA conversion.
Compiling threshold hyperplanes.
PIHA conversion successful.
.
.
.
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Figura 4.35: Comportamento das filas – Verificac¸a˜o 2
Parsing specification 1: (AG ˜sem_1 == avoid)
Compiling list of atomic propositions.
* sem_1_in_avoid
Parsing specification 2: (AF sem_1 == reach)
Compiling list of atomic propositions.
* sem_1_in_reach
System does not satisfy specification 1.
Computing the "to-be-refined" (TBR) set.
System already satisfies specification 2. No refinement necessary.
>>
O resultado obtido confirma que a fila qy1 vai crescer ate´ o momento que transitar para o estado
avoid, bloqueando o sistema. Ale´m disso, o resultado garante que em algum momento o estado
reach tambe´m e´ visitado.
4.6 Conclusa˜o
Neste capı´tulo foi apresentada uma metodologia de modelagem e ana´lise para sistemas de tra´fego
urbano atrave´s da abordagem de sistemas hı´bridos, onde o formalismo utilizado para modelagem foi
o autoˆmato hı´brido. A metodologia foi desenvolvida com o auxı´lio de exemplos, tentando facilitar a
sua compreensa˜o, e resultados de simulac¸a˜o e verificac¸a˜o tambe´m foram discutidos. Os resultados
obtidos tambe´m podem ser encontrados em Garcia e Cury [2004a,b].
Os exemplos foram implementados com a ajuda de uma ferramenta computacional, o CheckMate,
entretanto a ferramenta possui limitac¸o˜es quanto a` verificac¸a˜o de sistemas hı´bridos definidos com
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mais que 4 varia´veis de estado. Isto ocorre devido a` complexidade de calcular o conjunto de estados
alcanc¸a´veis no processo de verificac¸a˜o. Esta ferramenta foi escolhida por ja´ ter sido utilizada em
outros trabalhos do grupo de pesquisa, entretanto, o problema de verificac¸a˜o na˜o pode ser resolvido
em sistemas com mais que 4 varia´veis de estado.
O problema de sı´ntese de controle na˜o foi abordado neste capı´tulo devido ao grande nu´mero de
varia´veis de estado utilizadas no processo de modelagem do sistema. Em alguns casos o problema
de controle de sistemas hı´bridos e´ traduzido em um problema equivalente de controle superviso´rio
de SEDs [Cury e Krogh, 1999], entretanto, e´ necessa´rio obter um autoˆmato discreto que modele o
comportamento discreto do sistema. O nu´mero de varia´veis de estado utilizadas nos modelos aqui
desenvolvidos impossibilita a obtenc¸a˜o deste autoˆmato discreto. Sendo assim, o problema de sı´ntese
de controle e´ definido apenas quando os sistemas de tra´fego urbano sa˜o estudados como sistemas
puramente discretos.
Como dito anteriormente, um formalismo de SEDs que se mostra eficiente para modelar sistemas
que precisam ser sincronizados e´ a a´lgebra max-plus [Baccelli et al., 1992]. Este formalismo e´ apre-
sentado no Capı´tulo 5, onde diversos conceitos formais necessa´rios para compreender o Capı´tulo 6
sa˜o abordados.
Capı´tulo 5
´Algebra Max-Plus
No capı´tulo anterior os sistemas de tra´fego urbano foram modelados como sistemas hı´bridos,
onde o formalismo utilizado foi o autoˆmato hı´brido. A partir deste momento, a abordagem utilizada
e´ puramente discreta, ou seja, os possı´veis comportamentos contı´nuos do sistema na˜o sa˜o modelados.
Atualmente existem va´rios formalismos que permitem modelar SEDs. O formalismo adotado
neste trabalho e´ a´lgebra max-plus, devido a` natureza do problema estudado, que e´ a sincronizac¸a˜o de
sema´foros.
Este capı´tulo inicia-se com uma introduc¸a˜o informal da a´lgebra max-plus, atrave´s de um exemplo.
Apo´s, sera˜o apresentados os formalismos matema´ticos necessa´rios para a proposta de modelagem e
controle de sistemas de tra´fego urbano. Para um aprofundamento ao estudo da a´lgebra max-plus
sugere-se a leitura de [Baccelli et al., 1992].
5.1 Exemplo de um Sistema Dinaˆmico Max-Plus Linear
O problema de sincronizac¸a˜o de eventos e´ facilmente detectado em um sistema de trens, quando se
deseja coordenar os hora´rios de chegada e partida dos trens para prover um melhor aproveitamento do
sistema pelos usua´rios. O exemplo apresentado em Heidergott et al. [2006], baseado em um pequeno
sistema de trens, e´ bastante u´til para apresentar um sistema dinaˆmico max-plus linear, onde a a´lgebra
max-plus pode ser introduzida de maneira natural.
Considere uma rede de trens simples entre duas cidades, cada uma com uma estac¸a˜o. As estac¸o˜es
sa˜o denominadas E1 e E2, e sa˜o conectadas atrave´s de duas vias fe´rreas, como ilustra a Figura 5.1.
Uma via tem o sentido E1 → E2 e o tempo de viagem de um trem e´ de 3 unidades de tempo. A
outra via tem o sentido inverso e o tempo de viagem e´ de 5 unidades de tempo. Juntas, estas linhas
formam um circuito. Trens vindo de E1 e chegando em E2 devem retornar para E1 atrave´s da outra
via, e trens que iniciaram em E2 ira˜o, apo´s visitar E1, voltar para E2. Ale´m disso, existem outros dois
circuitos, que representam as vias que conectam os trens das cidades com as estac¸o˜es E1 e E2. Uma
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Figura 5.1: Rede de trens entre duas cidades
viagem atrave´s do circuito da primeira cidade (esquerdo da Figura 5.1) leva 2 unidades de tempo e no
circuito da segunda cidade 3 unidades de tempo. As estac¸o˜es locais das cidades na˜o sa˜o modeladas.
Deseja-se uma escala de hora´rios dos trens sujeitos aos seguintes crite´rios, restric¸o˜es e hipo´teses de
funcionamento:
• os tempos de viagem sa˜o fixos;
• a frequ¨eˆncia dos trens deve ser a mais alta possı´vel;
• os trens chegando em uma estac¸a˜o devem esperar pelo outro trem para permitir a troca de
passageiros;
• os trens devem partir da estac¸a˜o o mais cedo possı´vel.
Assume-se que existem 4 trens no modelo, um para cada circuito mais externo e dois trens para
o circuito mais interno. Os eventos do modelo sa˜o as partidas dos trens, onde a varia´vel x1 indica
o tempo de partida dos dois trens que partem de E1, um na direc¸a˜o de E2 e outro em direc¸a˜o ao
circuito que volta a E1, e eles partem ao mesmo tempo devido a` troca de passageiros. A varia´vel x2
representa, de forma similar, o tempo de partida dos trens na estac¸a˜o E2. Os instantes de partida sa˜o
escritos como um vetor x ∈ R2, onde a primeira partida do dia e´ dada por x(0). O k–e´simo instante
de partida e´ indicado por x(k).
Sabe-se que os instantes de partida tem que respeitar os crite´rios definidos para o sistema. Pode-se
expressar os instantes de partida x1 atrave´s de duas inequac¸o˜es:
x1(k + 1) ≥ x1(k)+ 2 (5.1)
x1(k + 1) ≥ x2(k)+ 5. (5.2)
As inequac¸o˜es (5.1) e (5.2) indicam que a k + 1-e´sima partida de x1 vai depender do instante
de partida anterior dos trens envolvidos e dos tempos de viagem entre as estac¸o˜es. Similarmente
definem-se as inequac¸o˜es para os instantes de partida x2:
x2(k + 1) ≥ x1(k)+ 3 (5.3)
x2(k + 1) ≥ x2(k)+ 3. (5.4)
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Para um trem partir as duas condic¸o˜es devem ser respeitadas, ou seja, ele vai partir no instante de
tempo mais tardio entre as duas inequac¸o˜es (operador max). Ale´m disso, deseja-se que a frequ¨eˆncia
de partida seja a mais alta possı´vel e que os trens partam o mais cedo possı´vel, enta˜o e´ possı´vel
escrever as seguintes equac¸o˜es:
x1(k + 1) = max(x1(k)+ 2, x2(k)+ 5)) (5.5)
x2(k + 1) = max(x1(k)+ 3, x2(k)+ 3)). (5.6)
Neste caso se o instante de partida inicial x(0) e´ conhecido, todos os instantes futuros sa˜o possı´veis
de serem calculados. Uma generalizac¸a˜o direta das equac¸o˜es para o caso de n estac¸o˜es e´ dada por:
xi(k + 1) = max(x1(k)+ ai1, x2(k)+ ai2, . . . ,xn(k)+ ain) (5.7)
para i = 1,2, . . . ,n onde ain denota o tempo de viagem entre as estac¸o˜es i e n. Quando na˜o existe
ligac¸a˜o entre Ei e En define-se que o tempo de viagem e´ ain =−∞.
Se se utilizar a notac¸a˜o da a´lgebra max-plus a equac¸a˜o (5.7) e´ expressa da seguinte forma:
xi(k + 1) = (x1(k)⊗ai1) ⊕ (x2(k)⊗ai2) ⊕ . . . ⊕ (xn(k)⊗ain) (5.8)
onde os operadores ⊕ e ⊗ sa˜o denominados max e plus, respectivamente, sendo ⊕= max e ⊗ = +.
´E possı´vel expressar a equac¸a˜o (5.8) matricialmente como
x(k + 1) = A⊗ x(k), (5.9)
onde as linhas da matriz correspondem as varia´veis xi e os tempos de viagem da estac¸a˜o j a` estac¸a˜o i
sa˜o os elementos ai j da matriz.
As equac¸o˜es (5.7), (5.8) e (5.9) sa˜o equivalentes. Entretanto, ale´m de representar o sistema
atrave´s de equac¸o˜es e´ possı´vel representa´-lo atrave´s de um formalismo com representac¸a˜o gra´fica,
no caso um grafo dirigido com n no´s, onde cada no´ corresponde a uma varia´vel xi e os arcos corres-
pondem a`s ligac¸o˜es onde aik 6= −∞. Para o caso do exemplo dos trens e´ possı´vel obter o grafo da
Figura 5.2.
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Figura 5.2: Grafo para rede de trens entre duas cidades
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Ale´m do grafo e´ possı´vel representar a equac¸a˜o (5.8) atrave´s de uma rede de Petri temporizada.
Uma definic¸a˜o para as redes de Petri temporizadas, extraı´da de Heidergott et al. [2006] encontra-se a
seguir.
Definic¸a˜o 5.1 (Rede de Petri Temporizada). Uma rede de Petri temporizada R e´ caracterizada por
P ,Q ,D,M0 e T , onde:
• P e´ um conjunto finito de lugares denotados por pi, i = 1,2, · · · , |P |;
• Q e´ um conjunto finito de transic¸o˜es denotadas por q j, j = 1,2, · · · , |Q |;
• D e´ o conjunto de arcos (pi → q j), que ligam os lugares a`s transic¸o˜es, e (q j → pi), que ligam
as transic¸o˜es aos lugares;
• M0 e´ a marcac¸a˜o inicial;
• T e´ um vetor com os tempos de espera associados aos lugares pi.
As redes de Petri que sa˜o utilizadas neste trabalho sa˜o grafos de eventos temporizados (GETs),
que sa˜o uma subclasse das redes de Petri temporizadas [Maia, 2003].
Definic¸a˜o 5.2 (Grafo de eventos Temporizado – GET). Um grafo de eventos temporizado e´ uma
rede de Petri temporizada na qual cada lugar pi tem um tempo de espera associado e somente uma
transic¸a˜o de entrada e somente uma transic¸a˜o de saı´da.
Uma transic¸a˜o de saı´da u´nica significa que todos os conflitos potenciais no uso de recursos foram
previamente resolvidos por alguma polı´tica. Ja´ uma transic¸a˜o de entrada u´nica significa que na˜o ha´
concorreˆncia ao consumo ou fornecimento de recursos no grafo de eventos temporizados. Os GET
podem representar o comportamento dos sistemas modelados atrave´s da a´lgebra max-plus, ou seja,
representam as equac¸o˜es que descrevem estes sistemas.
A Figura 5.3 apresenta um GET para o exemplo dos trens. O conjunto P = {p1, p2, p3, p4}modela
os lugares da rede, indicando os estados que o sistema pode estar, e o conjunto T = {x1,x2} as
transic¸o˜es possı´ves entre os lugares. Associados aos lugares esta˜o as fichas (cı´rculos pretos), que
definem a marcac¸a˜o da rede, e no caso da Figura 5.3 tambe´m esta˜o associados valores que indicam
o tempo mı´nimo que o sistema deve permanecer naquele estado. Uma transic¸a˜o so´ pode acontecer
quando os seus lugares de entrada esta˜o marcados com uma ficha, e esta ficha se desloca para os
lugares de saı´da da transic¸a˜o.
Atrave´s da rede de Petri e´ possı´vel perceber a sincronizac¸a˜o entre os trens para calcular a tabela de
hora´rios. Observamos que as transic¸o˜es que representam as varia´veis x1 e x2 so´ podem ser disparadas
apo´s respeitar os tempos de viagem envolvidos, estando os tempos de viagem e os trens (fichas)
relacionados aos lugares da rede.
No exemplo descrito na˜o se considera a existeˆncia de ac¸o˜es de controle, ou seja, o sistema e´
modelado como um sistema autoˆnomo. No entanto, no caso mais geral, sistemas como o descrito
aqui podem ser representados por equac¸o˜es lineares do tipo:
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Figura 5.3: GET para a rede de trens entre duas cidades
x(k) = [A ⊗ x(k−1)] ⊕ [B ⊗u(k)]. (5.10)
O vetor x(k) representa o estado do sistema e u(k) uma entrada externa, e correspondem ao
k–e´simo disparo das transic¸o˜es representadas por estas varia´veis. Assim como a multiplicac¸a˜o na
a´lgebra convencional, o operador ⊗ costuma ser omitido nas equac¸o˜es, logo a equac¸a˜o costuma ser
expressa como:
x(k) = Ax(k−1)⊕Bu(k). (5.11)
A definic¸a˜o formal da a´lgebra max-plus, bem como os aspectos necessa´rios para compreensa˜o
deste trabalho sera˜o apresentados na pro´xima sec¸a˜o.
5.2 Teoria de Dio´ides
As definic¸o˜es apresentadas a seguir foram extraı´das de Baccelli et al. [1992], Maia [2003], Maia
et al. [2005a], Heidergott et al. [2006], Amari [2005].
Definic¸a˜o 5.3 (Semi-anel). Um semi-anel e´ um conjunto D equipado com duas leis de composic¸a˜o
interna ⊕ e ⊗, chamadas soma e multiplicac¸a˜o, que verificam os seguintes axiomas:
1. Associatividade da adic¸a˜o:
∀a,b,c ∈D,(a⊕b)⊕ c = a⊕ (b⊕ c).
2. Comutatividade da adic¸a˜o:
∀a,b ∈D,a⊕b = b⊕a.
3. Associatividade da multiplicac¸a˜o:
∀a,b,c ∈D,(a⊗b)⊗ c = a⊗ (b⊗ c).
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4. Distributividade da multiplicac¸a˜o em relac¸a˜o a` adic¸a˜o:
∀a,b,c ∈D,a⊗ (b⊕ c) = (a⊗b)⊕ (a⊗ c),
(b⊕ c)⊗a = (b⊗a)⊕ (c⊗a).
5. Existeˆncia do elemento neutro da adic¸a˜o:
∀a ∈D,a⊕ ε = a.
6. Absorc¸a˜o pelo elemento neutro da adic¸a˜o:
∀a ∈D,ε⊗a = a⊗ ε = ε.
7. Existeˆncia do elemento identidade da multiplicac¸a˜o:
∀a ∈D,a⊗ e = e⊗a = a.
O que diferencia um semi-anel de um anel e´ a auseˆncia do elemento inverso aditivo. Ale´m disso,
quando um semi-anel possui a propriedade de idempoteˆncia da adic¸a˜o, isto e´, ∀a ∈D,a⊕a = a, ele
e´ chamado de dio´ide [Baccelli et al., 1992] ou semi-anel idempotente.
Definic¸a˜o 5.4. Um dio´ide D e´ dito comutativo se a multiplicac¸a˜o e´ comutativa.
Exemplos de dio´des comutativos sa˜o a a´lgebra max-plus e min-plus.
Definic¸a˜o 5.5 ( ´Algebra max-plus). A a´lgebra max-plus e´ um caso particular de um dio´de. Definem-se
ε =−∞ e e = 0, e denota-se por Rmax o conjunto (R∪{ε},⊕,⊗), onde ⊕= max e ⊗= +.
Definic¸a˜o 5.6 ( ´Algebra min-plus). Na a´lgebra min-plus definem-se ε = +∞ e e = 0, e denota-se por
Rmin o conjunto (R∪{ε},⊕,⊗), onde ⊕= min e ⊗= +.
Tanto a a´lgebra max-plus quanto a min-plus podem ser definidas sobre o conjunto dos inteiros,
sendo Zmax = (Z∪{ε},max,+) e Zmin = (Z∪{ε},min,+).
Um exemplo de dio´ide na˜o-comutativo e´ o dio´de matricial.
Definic¸a˜o 5.7 (Dio´ide matricial). O conjunto das matrizes de Zn×nmax e´ um dio´de matricial no qual a
soma e o produto de duas matrizes A,B ∈ Zn×nmax sa˜o definidos por:
[A⊕B]i j = ai j ⊕bi j
[A⊗B]i j =
nM
k=1
aik⊗bk j.
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Sejam A e B matrizes ∈ Zn×nmax :
A =
(
2 3
5 6
)
B =
(
8 4
6 2
)
A soma e produto das matrizes A e B sa˜o dados pelas seguintes matrizes ∈ Zn×nmax :
A⊕B =
(
8 4
6 6
)
A⊗B =
(
10 6
13 9
)
A poteˆncia de uma matriz A ∈ Zn×nmax e´ definida como:
A⊗k = A⊗ . . .⊗A︸ ︷︷ ︸
k
=
kO
i=1
A
onde A0 = I e´ a matriz identidade.
Similarmente define-se a poteˆncia de um escalar c como:
c⊗k = k× c, k ∈ Z.
Definic¸a˜o 5.8 (Dio´ide completo). Um dio´ide e´ dito “completo” se ele e´ fechado em relac¸a˜o a somas
infinitas e se a operac¸a˜o ⊗ se distribui sobre as somas infinitas, ou seja, para todo c ∈ D e todo
sub-conjunto A⊆D ,
c⊗ (
M
x∈A
x) =
M
x∈A
c⊗ x.
O dio´ide Zmax completado pelo elemento +∞ e´ um dio´ide completo, denotado por Zmax = (Z∪
{−∞,+∞},max,+). Uma importante operac¸a˜o definida em qualquer dio´ide e´ a operac¸a˜o estrela de
Kleene, definida por
a∗ =
M
i∈N
ai
com ai = a⊗a(i−1) e a0 = e.
Definic¸a˜o 5.9 (Relac¸a˜o de ordem de um do´ide). A propriedade de idempoteˆncia da lei aditiva ⊕
induz uma relac¸a˜o de ordem para um dio´ide D . A relac¸a˜o e´ dada por , e e´ definida por:
∀a,b ∈D,a b⇔ a⊕b = b.
Esta relac¸a˜o de ordem e´ compatı´vel com as leis ⊕ e ⊗, sendo:
∀a,b,c ∈D,a b ⇒ a⊕ c b⊕ c,
a b ⇒ a⊗ c b⊗ c.
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No dio´ide (R∪{+∞,−∞},max,+) a relac¸a˜o e´ uma relac¸a˜o de ordem que corresponde a ordem
usual ≤,
a b⇔ b = max(a,b)⇔ a≤ b.
Entretanto, no dio´ide (R∪{+∞,−∞},min,+) a relac¸a˜o  corresponde a ordem ≥,
a b⇔ b = min(a,b)⇔ a≥ b.
5.2.1 Modelagem de GET atrave´s de Dio´ides
O comportamento dinaˆmico dos GET e´ usualmente descrito por equac¸o˜es na˜o-lineares que en-
volvem os operados max e + (ou min e +) na a´lgebra convencional. Entretanto, este comportamento
na˜o-linear pode ser linearizado quando se utiliza a a´lgebra de dio´ides.
Para um GET, cada transic¸a˜o representa uma determinada famı´lia de eventos de mesma natureza
e a ocorreˆncia de um evento corresponde ao disparo de uma transic¸a˜o. Os GET podem ser descritos
por datadores ou contadores. Os GET da Figura 5.4, extraı´da de Maia [2003], podem ser descritos
pelos seguintes datadores e contadores.
xm
xl
xn
xi
v
s
x j
Figura 5.4: Configurac¸o˜es para transic¸o˜es de GET
Descric¸a˜o por datadores: Seja xi(k), xm(k) e xl(k) a data do k–e´simo disparo das transic¸o˜es xi,
xm e xl , respectivamente, e sejam v o nu´mero de fichas e s o tempo de espera de um lugar. A partir da
Figura 5.4 e´ possı´vel escrever as seguintes equac¸o˜es:
xn(k) ≥ max(xm(k),xl(k))
x j(k) ≥ xi(k− v)+ s.
Descric¸a˜o por contadores: Seja xi(t), xm(t) e xl(t) o nu´mero de disparos de xi, xm e xl , respecti-
vamente, ocorridos ate´ a data t, tem-se que:
xn(t) ≤ min(xm(t),xl(t))
x j(t) ≤ xi(t− s)+ v.
A descric¸a˜o por datador significa que o k–e´simo disparo da transic¸a˜o xn so´ pode acontecer apo´s o
k–e´simo disparo das transic¸o˜es xm e xl . Ja´ a descric¸a˜o por contadores significa que na data t o nu´mero
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de disparos da transic¸a˜o xn e´ sempre menor ou igual ao nu´mero de transic¸o˜es xm e xl . As equac¸o˜es
tambe´m mostram que o nu´mero de fichas em um dado lugar ocasiona um avanc¸o nos disparos e que
o tempo de espera ocasiona um retardo na data em relac¸a˜o a`s transic¸o˜es xi e x j.
Os operadores max,min e + permitem a descric¸a˜o linear do GET via a´lgebra de dio´ides. Desta
forma, o comportamento dinaˆmico de datadores e contadores pode ser descrito de maneira natural
utilizando os dio´ides Zmax e Zmin respectivamente.
5.2.2 Teoria da Residuac¸a˜o
A soluc¸a˜o de equac¸o˜es do tipo y = f (x) definidas sobre dio´ides pode apresentar um nu´mero in-
finito de soluc¸o˜es ou nenhuma soluc¸a˜o, diferentemente do caso da a´lgebra tradicional. As operac¸o˜es
⊕ e ⊗ na˜o sa˜o inversı´veis, particularmente para aplicac¸o˜es matriciais, logo na˜o e´ possı´vel inverter
aplicac¸o˜es definidas sob forma analı´tica sobre dio´ides. A Teoria da Residuac¸a˜o [Blyth e Janowitz,
1972] se ocupa da soluc¸a˜o deste problema em conjuntos parcialmente ordenados. Atrave´s da teoria
da residuac¸a˜o e´ possı´vel definir pseudo-inversas, consequ¨entemente definir soluc¸o˜es extremas para a
inequac¸a˜o y f (x). Alguns resultados baseados em Maia [2003]; Maia et al. [2005b] sera˜o apresen-
tados a seguir.
Definic¸a˜o 5.10 (Isotonia). Uma aplicac¸a˜o f definida sobre um dio´die (D, ⊕, ⊗) em um dio´ide
(C ,⊕,⊗) e´ chamado isotoˆnica se para todo a,b ∈D a seguinte relac¸a˜o de ordem e´ preservada
a b⇒ f (a) f (b).
Considere o mapeamento isoˆtonico f : D → C , sendo D e C dio´ides completos. Se existir
um elemento ma´ximo xop do conjunto {x | y  f (x),x ∈ D,y ∈ C} diz-se que xop e´ o resı´duo do
mapeamento f em y. Se f tiver um resı´duo em qualquer ponto y ∈ C o mapeamento f e´ dito re-
sidua´vel, sendo o resı´duo denotado por f ♯(y) [Baccelli et al., 1992]. Dualmente, o mı´nimo conjunto
do {x | y f (x),x ∈D,y ∈ C}, se ele existir, e´ denominado resı´duo dual sendo denotado por f ♭(y) e
o mapeamento f e´ dito dualmente residua´vel.
As func¸o˜es La(x) = a⊗ x e Ra(x) = x⊗ a sa˜o residua´veis, sendo seus resı´duos denotados res-
pectivamente por L♯a = a◦\x (divisa˜o a` esquerda por a) e R♯a = x◦/a (divisa˜o a` direita por a). No caso
particular do dio´ide Zmax tem-se que L♯a = R♯a = x−a (operac¸a˜o de subtrac¸a˜o na a´lgebra tradicional).
De maneira geral, se D e´ um dio´ide completo, enta˜o Dn×n tambe´m e´ um dio´ide e as operac¸o˜es
LA(X) = A⊗X e RA(X) = X⊗A tambe´m sa˜o residua´veis, sendo A e X matrizes n×n com coeficientes
em D . A matriz L♯A(X) = A◦\X pode ser calculada por:
(A◦\X)i j =
^n
l=1Ali◦\Xl j
onde
V
e´ o operador min (a∧ b e´ o maior elemento do que a e menor do que b). A operac¸a˜o de
residuac¸a˜o entre elementos das matrizes e´ a definida para os elementos do dio´ide D . De modo
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ana´logo, define-se o resı´duo X◦/A substituindo na expressa˜o anterior o operador ◦\ pelo operador ◦/
e invertendo as posic¸o˜es dos coeficientes das matrizes A e X .
5.2.3 Teoria Spectral de Matrizes no Rmax
Para introduzir os resultados sobre a teoria spectral de matrizes no Rmax e´ necessa´rio relembrar
algumas definic¸o˜es.
Um grafo dirigido G e´ definido por um conjunto de no´s interconectados por arcos orientados. Se
os arcos que ligam os no´s i e j possuem pesos associados os grafos sa˜o denominados valorados. Este
arco e´ denotado por (i, j) e o peso w(i, j) deste arco e´ igual ao termo Ai j de uma matriz A associada
ao grafo.
Um caminho em um grafo e´ uma sequ¨eˆncia de arcos (p0, p1),(p1, p2), . . . ,(pl−1, pl), tambe´m
representado por p = (p0 → p1 → . . .→ pl), e o comprimento w do caminho p e´ dado pelo nu´mero
de no´s percorridos, denotado por |p|l . O peso de um caminho p, denotado por |p|w e´ dado pela soma
dos pesos de seus arcos. O peso me´dio e´ dado pela divisa˜o do peso pelo comprimento:
|p|w
|p|l
Quando um caminho e´ fechado, ou seja p0 = pl , ele e´ denominado circuito. Um caminho ele-
mentar e´ aquele em que nenhum no´ aparece mais que uma vez, ou seja, na˜o conte´m um circuito. Se
o caminho e´ um circuito o peso me´dio e´ chamado ciclo me´dio. Circuitos cujos ciclos me´dios sejam
iguais ao ma´ximo ciclo me´dio do grafo sa˜o chamados circuitos crı´ticos.
Definic¸a˜o 5.11 (Grafo de precedeˆncia). Seja A ∈ Dn×n uma matriz quadrada com coeficientes no
dio´ide D . Denota-se G(A) o grafo de precedeˆncia de A onde existem n no´s e os arcos (i, j) sa˜o
valorados com Ai j. Se Ai j 6= ε existe um arco que liga os no´s i e j, caso contra´rio a ligac¸a˜o na˜o
existe.
Definic¸a˜o 5.12 (Grafo fortemente conexo). Um grafo G(A) e´ dito fortemente conexo se para todo
par de no´s (i, j) ∈G(A) o no´ j e´ alcanc¸a´vel a partir do no´ i.
Definic¸a˜o 5.13 (Matriz irredutı´vel). Uma matriz A ∈ Dn×n e´ considerada irredutı´vel se o grafo de
precedeˆncia G(A) e´ fortemente conexo.
As matrizes n×n com coeficientes definidos sobre os dio´ides apresentam algumas propriedades.
´E possı´vel associar um grafo orientado e valorado, chamado grafo de precedeˆncia, a cada matriz
quadrada, ou seja, existe uma representac¸a˜o gra´fica para as matrizes. Ale´m disso, se este grafo e´
fortemente conexo e´ possı´vel afirmar que sua matriz correspondente e´ irredutı´vel. Para uma matriz A
irredutı´vel existe um inteiro c que garante a seguinte propriedade de ciclicidade:
Ak+c = λc⊗Ak
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onde k e´ superior a um inteiro K e λ representa o autovalor da matriz A. Esta ciclicidade define um
comportamento perio´dico em regime permanente, apo´s um regime transito´rio [Amari, 2005].
Definic¸a˜o 5.14 (Autovalor e autovetor). Seja A ∈ Rmax uma matriz quadrada, Se λ ∈ Rmax e´ um
escalar e v ∈Rmax um vetor que conte´m ao menos um elemento finito de modo que
A⊗ v = λ⊗ v
enta˜o λ e´ chamada autovalor de A e v um autovetor de A associado ao autovetor λ.
Para o caso de matrizes irredutı´veis a soluc¸a˜o λ e´ u´nica e calculada atrave´s da seguinte expressa˜o:
λ =
nM
k=1
(traceAk)1/k
onde traceAk =
nL
k=1
(Ak)ii e n corresponde a ordem da matriz A.
Ale´m disso, em Baccelli et al. [1992] prova-se que se A e´ irredutı´vel o autovalor tambe´m e´ dado
pelo ma´ximo ciclo me´dio de G(A):
λ =
rM
i=1
|p|w
|p|l
onde r corresponde ao nu´mero de circuitos de G(A).
5.3 Semimo´dulos (A,B)-Invariantes
Muitos resultados da teoria de controle cla´ssico tem sua versa˜o ana´loga em a´lgebra max-plus.
Katz [2003, 2007] apresenta em seu trabalho a extensa˜o da abordagem geome´trica para teoria de
sistemas dinaˆmicos lineares proposta por Wonham [1985]. O conceito de subespac¸o (A,B)-invariante
apresentado por Wonham [1985] tem proporcionado muitas soluc¸o˜es para diversos problemas de
controle.
Um sistema linear (na teoria de controle cla´ssico) associado a`s matrizes (A,B,C) definidas sobre
o conjunto dos reais R e´ definido pelas seguintes equac¸o˜es:
x˙ = Ax+ Bu (5.12)
y = Cx (5.13)
onde x define o estado do sistema, u uma entrada externa e y uma saı´da do sistema. A noc¸a˜o de
subespac¸o (A,B)-invariante esta´ relacionada com a equac¸a˜o (5.12).
Definic¸a˜o 5.15 (Subespac¸o (A,B)-invariante). Um subespac¸o V ⊂ X e´ (A,B)-invariante se para qual-
quer que seja o estado inicial x(0) ∈ V existe um controle u(t) tal que a trajeto´ria resultante x(t)
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permanec¸a sempre em V . Se u(t) existe enta˜o ele pode ser implementado por uma realimentac¸a˜o de
estados F : X →U que satisfaz (A + BF)V ⊂ V .
Para compreender o conceito de semimo´dulo (A,B)-invariante, utilizado nesta tese, sa˜o neces-
sa´rias algumas definic¸o˜es, que foram extraı´das de Katz [2007] e Katz [2003]. O primeiro passo e´
introduzir o conceito de semimo´dulo, que e´ o ana´logo em semi-ane´is do espac¸o vetorial nos campos
na teoria cla´ssica.
Definic¸a˜o 5.16 (Semimo´dulo). Um semimo´dulo sobre um semi-anel (S ,⊕,⊗,εS ,e) e´ um mono´ide
comutativo (X ,⊕ˆ), com elemento neutro εX e equipado com um mapa S ×X → X , (λ,x) → λ · x
(ac¸a˜o a esquerda) que satisfaz:
1. (λ⊗µ) · x = λ · (µ · x),
2. λ · (x⊕ˆy) = (λ · x)⊕ˆ(λ · y),
3. (λ⊕µ) · x = (λ · x)⊕ˆ(µ · x),
4. εS · x = εX ,
5. λ · εX = εX ,
6. e · x = x,
para todo x,y ∈ X e λ,µ ∈ S .
Definic¸a˜o 5.17 (Subsemimo´dulo). Um subsemimo´dulo de X e´ um subconjunto Z ⊂ X de modo que
λx⊕ˆµy ∈ Z para todo x,y ∈ Z e λ,µ ∈ S .
Se G⊂ X , denota-se por spanG o subsemimo´dulo de X gerado por G, que e´ o conjunto de todos
os x ∈ X para os quais existe um nu´mero finito de elementos u1, . . . ,uk de G e um nu´mero finito
de escalares λ1, . . . ,λk ∈ S tal que x =
Lˆ
i=1,...,kλiui. Finalmente, se C ∈ S n×r denota-se por Im C
(imagem de C) o subsemimo´dulo de S gerado pelas colunas de C.
Define-se um semi-anel por (S ,⊕,⊗) e a evoluc¸a˜o de um sistema com coeficientes em S e´ deter-
minada por um conjunto de equac¸o˜es na forma
x(k) = Ax(k−1)⊕Bu(k) (5.14)
onde A ∈ S n×n, B ∈ S n×q e x(k) ∈ S n×1, u(k) ∈ S q×1 sa˜o, respectivamente, as sequ¨eˆncias de estado e
os vetores de controle.
Definic¸a˜o 5.18 (Semimo´dulo geometricamente (A,B)-invariante). Diz-se que um semimo´dulo X ⊂
Zmax e´ (geometricamente) (A,B)-invariante se para todo x ∈ X existe uma sucessa˜o de vetores de
controle que fac¸am com que a trajeto´ria do sistema (equac¸a˜o (5.14)) permanec¸a para sempre em X ,
quando estado inicial do sistema e´ x ∈ X .
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5.3.1 Equac¸a˜o Ax = Bx sobre o Rmax
O teorema seguinte foi demonstrado por [Butkovic e Hegedu¨s, 1984] e redescoberto por [Gaubert,
1992].
Teorema 5.1 (Teorema da finitude). Sejam A,B ∈ Rn×pmax . O conjunto X ⊂ Rpmax das soluc¸o˜es do
sistema max-plus linear Ax = Bx e´ um semimo´dulo finitamente gerado, ou seja, um semimo´dulo
gerado em um nu´mero finito de passos.
Dado um semi-anel (S ,⊕,⊗) arbitra´rio, chama-se hiperplano de S q, para q ∈ N todo conjunto da
forma {x ∈ S q ax = bx}, onde a,b ∈ S q. Diz-se que um semi-anel S tem a propriedade da finitude se
para todo q ∈ N os hiperplanos de S q sa˜o semimo´dulos finitamente gerados. O Teorema 5.1 diz que
o semi-anel max-plus tem a propriedade da finitude [Katz, 2003].
Teorema 5.2 (Eliminac¸a˜o de igualdades em semi-ane´is). Se S e´ um semi-anel que satisfaz a proprie-
dade de finitude, enta˜o para todo par de matrizes A,B ∈ S n×p o semimo´dulo X = {x ∈ S p|Ax = Bx}
e´ finitamente gerado, ou seja, X e´ gerado em um nu´mero finito de passos.
No caso particular do Rmax o nu´mero mı´nimo de geradores de um hiperplano de Rqmax e´ da ordem
q2 [Katz, 2003]. Como consequ¨eˆncia disso, o algoritmo que se obte´m a partir do Teorema 5.2 para cal-
cular um conjunto de geradores possui complexidade exponencial [Katz, 2003]. Entretanto, e´ possı´vel
incorporar a este algoritmo a construc¸a˜o de famı´lias geradoras mı´nimas e te´cnicas de eliminac¸a˜o que
reduzem o tempo de execuc¸a˜o. Para busca de ao menos uma soluc¸a˜o com componentes finitas do
sistema Ax = Bx existem treˆs me´todos que podem ser utilizados: a te´cnica de Borriello e Walkup
[1998], o algoritmo de Cuninghame-Green e Butkovic [2003] e a reduc¸a˜o do problema a busca de
um subponto fixo de uma func¸a˜o min−max [Gaubert e Gunawardena, 1998]. Estes me´todos sa˜o
brevemente apresentados em Katz [2003] e sa˜o importantes para calcular um semimo´dulo S ↑ ⊂ S
geometricamente (A,B)-invariante.
5.3.2 Semimo´dulos (geometricamente) (A,B)-Invariantes
Uma especificac¸a˜o para um sistema modelado atrave´s da equac¸a˜o (5.14) pode ser dada por um
semimo´dulo K ⊂ S n, e deseja-se computar o conjunto ma´ximo de estados iniciais K ↑ para o qual
exista uma sequ¨eˆncia de vetores de controle que fac¸am o estado do sistema (equac¸a˜o (5.14)) perma-
necer em K para sempre, ou seja, x(k) ∈ K para todo k ≥ 0. Para tratar este problema e´ necessa´rio
expressar a definic¸a˜o e o lema a seguir Katz [2007]:
Definic¸a˜o 5.19 (Semimo´dulo algebricamente (A,B)-invariante). Dadas as matrizes A ∈ S n×n e B ∈
S n×q, um semimo´dulo X ⊂ S n e´ geometricamente (A,B)-invariante se, para todo x ∈ X , existe um
u ∈ S q tal que Ax⊕Bu permanec¸a em X .
Lema 5.3. Se K ⊂ S n e´ um semimo´dulo, enta˜o K ↑ e´ o ma´ximo semimo´dulo geometricamente (A,B)-
invariante contido em K .
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A partir da prova do Lema 5.3 (Katz [2003]) e´ possı´vel observar que todo semimo´dulo (geome-
tricamente) (A,B)-invariante contido em K esta´ tambe´m contido em K ↑, logo e´ possı´vel concluir que
K ↑ e´ o maior semimo´dulo (A,B)-invariante contido em K . Enta˜o, o problema pode ser descrito da
seguinte maneira: dado um semimo´dulo K ∈Znmax, calcular o ma´ximo semimo´dulo geome´tricamente
(A,B)-invariante K ↑ contido em K .
Em Katz [2003] o algoritmo cla´ssico de ponto fixo que e´ utilizado para calcular o ma´ximo
subespac¸o (A,B)-invariante contido em um dado espac¸o, apresentado em Wonham [1985], e´ gene-
ralizado para o semi-anel max-plus. Define-se B = Im B e considera-se o self-map ϕ do conjunto de
subsemimo´dulos de S n, dado por:
ϕ(X ) = X ∩A−1(X ⊖B) (5.15)
onde A−1(Y ) = {u ∈ S n|Au ∈ Y } e Z⊖Y = {u ∈ S n|∃y ∈ Y ,u⊕ y ∈ Z} para todo Z,Y ⊂ S n.
Dados os conjuntos de geradores dos semimo´dulos Z e Y finitamente gerados, os semimo´dulos
Y ⊖Z, A−1(Y ) e Y ∩Z podem ser expressos pela imagem das matrizes que representam os conjuntos
de soluc¸o˜es de sistemas max-plus lineares na forma Dx =Cx. Estes conjuntos podem ser computados
utilizando me´todos de eliminac¸a˜o de Butkovic e Hegedu¨s [1984] e Gaubert [1992]. Enta˜o, quando
X e´ finitamente gerado, o conjunto de geradores de ϕ(X ) pode ser calculado atrave´s dos mesmos
algoritmos.
Lema 5.4. Um semimo´dulo X ⊂ S n e´ (geometricamente) (A,B)-invariante se e somente se X = ϕ(X ).
´E possı´vel definir a seguinte sequ¨eˆncia de semimo´dulos:
X1 = K
Xr+1 = ϕ(Xr), ∀r ∈N.
(5.16)
E obte´m-se o seguinte lema [Katz, 2003]:
Lema 5.5. Seja K ⊂ S n um semimo´dulo arbitra´rio. A sequ¨eˆncia de semimo´dulos {Xr}r∈N definida
na equac¸a˜o (5.16) e´ decrescente, isto e´, Xr+1 ⊂ Xr para todo r ∈ N. Ale´m disso, se e´ definido Xw =
∩r∈NXr enta˜o cada semimo´dulo geometricamente (A,B)-invariante contido em X esta´ tambe´m contido
em Xw. Em particular, isto diz que K ↑ ⊂ Xw.
´E possı´vel especificar condic¸o˜es suficientes para o semimo´dulo K quando S = Zmax, a fim de
garantir que a sequ¨eˆncia definida na equac¸a˜o (5.16) se estabilize. Para isso e´ necessa´rio introduzir a
definic¸a˜o de volume de um semimo´dulo de Znmax [Katz, 2007].
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Definic¸a˜o 5.20 (Volume). Seja K ⊂ Znmax um semimo´dulo. Chama-se volume de K (vol(K )), a
cardinalidade do conjunto {x ∈K | x1⊕·· ·⊕xn = 0}, isto e´, vol(K ) = card({x ∈K | x1⊕·· ·⊕xn =
0}). Ale´m disso, se K ∈Zn×pmax , representa-se por vol(K) o volume do semimo´dulo K = Im K, ou seja,
vol(K )=vol(ImK).
Apo´s definir o conceito de volume e´ possı´vel expressar o seguinte lema:
Lema 5.6. Sejam A ∈ Zn×nmax , B ∈ Zn×pmax e C ∈ Zp×qmax matrizes e Z,Y ⊂ Znmax semimo´dulos. Enta˜o as
seguintes propriedades sa˜o verdade:
1. Y ⊂ Z ⇒ vol(Y )⊂ vol(Z),
2. Se vol(Y ) < ∞, enta˜o Y ( Z ⇒ vol(Y ) < vol(Z),
3. vol(AY )≤ vol(A) e enta˜o vol(AB)≤ vol(A),
4. vol(AY )≤ vol(Y ) e enta˜o vol(AB)≤ vol(B),
5. vol(ABC)≤ vol(B),
6. Se P ∈ Zn×nmax e Q ∈ Zp×pmax sa˜o inversı´veis enta˜o vol(PBQ) = vol(B),
7. vol(A) = vol(AT ).
As provas de todas as propriedades esta˜o descritas em [Katz, 2003].
O pro´ximo teorema proporciona uma condic¸a˜o sobre a especificac¸a˜o K que garante que a su-
cessa˜o de semimo´dulos {Xr}r∈N se estabiliza em um nu´mero finito de passos.
Teorema 5.7. Seja K ⊂ Znmax um semimo´dulo com volume finito. Enta˜o, para todo A ∈ Zn×nmax e
B∈Zn×qmax , o ma´ximo semimo´dulo (geometricamente) (A,B)-invariante K ↑ contido em K e´ finitamente
gerado. Ale´m disso, se a sequ¨eˆncia de semimo´dulos e´ definida como descrito na equac¸a˜o (5.16) enta˜o
K ↑ = Xk para algum k ≤ vol(K )+ 1.
Este teorema e´ muito u´til para resolver problemas onde as especificac¸o˜es tem volume finito. Isto
ocorre com frequ¨eˆncia nos problemas onde K modela condic¸o˜es de estabilidade, como requisitos
de na˜o ultrapassar um limite de tempo. Assumindo que um sistema dado pela equac¸a˜o (5.14) e´
representado por um grafo a eventos temporizado, um caso tı´pico de um semimo´dulo K e´ dado por:
K = {x ∈ Znmax | xi− x j ≤ di j, ∀i, j; 1≤ i, j ≤ n} (5.17)
onde D = (di j) e´ uma matriz com entradas em Z∪{+∞}. O vetor de estados x(k) do sistema pertence
a K se e somente se x(k)i − x(k) j ≤ di j para todo 1 ≤ i, j ≤ n, o que significa que o tempo que
transcorre entre o k-e´simo disparo da transic¸a˜o j e o k-e´simo disparo da transic¸a˜o i deve ser menor ou
igual di j.
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Na pra´tica pode-se assumir que todas as entradas de D sa˜o finitas, trocando +∞ por uma constante
de valor bastante alto. Neste caso e´ possı´vel mostrar que K definido pela equac¸a˜o (5.17) tem volume
finito [Katz, 2007].
O semimo´dulo dado pela equac¸a˜o (5.17) pode ser expresso como K = {x ∈ Znmax | Ex≤ x}, onde
E = (−D)T e o seguinte lema pode ser definido:
Lema 5.8. Se a matriz E e´ irredutı´vel, enta˜o o semimo´dulo K = {x ∈ Znmax | Ex ≤ x} tem volume
finito. Ale´m disso. se E tem raio spectral maior que a unidade (isto e´ 0) enta˜o K e´ reduzido ao vetor
nulo.
Se E e´ uma matriz irredutı´vel e o raio spectral menor que a unidade, sabe-se que K = ImE∗, onde
E∗ = I⊕E⊕·· ·⊕En−1, sendo n e´ a ordem da matriz.
5.3.3 Semimo´dulos (algebricamente) (A,B)-Invariantes
Apo´s encontrar o ma´ximo semimo´dulo K ↑ geometricamente (A,B)-invariante contido em um
semimo´dulo K o problema passa a ser determinar se existe uma realimentac¸a˜o linear u(k) = Fx(k−1)
de maneira que o sistema autoˆnomo resultante
x(k) = (A⊕BF)x(k−1) (5.18)
mantenha K ↑ invariante, ou seja, que qualquer trajeto´ria de um sistema dado pela equac¸a˜o (5.18)
esteja completamente contida em K ↑ quando o seu estado inicial estiver contido em K ↑. Se existir
uma realimentac¸a˜o linear diz-se que K ↑ e´ um semimo´dulo algebricamente (A,B)-invariante. Do
ponto de vista dinaˆmico, isto significa que as trajeto´rias do sistema dado pela equac¸a˜o (5.18) com
estado inicial contido em K ↑ permanecera˜o para sempre em K ↑ atrave´s de uma escolha de controle
apropriada.
Definic¸a˜o 5.21. Dadas as matrizes A ∈ Zn×nmax e B ∈ Z
n×q
max diz-se que um semimo´dulo X ⊂ Znmax e´
algebricamente (A,B)-invariante se existe uma matriz F ∈ Zq×nmax tal que (A⊕BF)X ⊂ X .
Todo semimo´dulo algebricamente (A,B)-invariante e´ tambe´m geometricamente (A,B)-invariante.
Entretanto, a recı´proca nem sempre e´ verdadeira, resultando numa diferenc¸a quanto a` teoria cla´ssica
que diz que sempre e´ possı´vel encontrar uma realimentac¸a˜o linear ao encontrar um subespac¸o (A,B)-
invariante [Katz, 2003].
Sendo X um semimo´dulo geometricamente (A,B)-invariante e finitamente gerado sabe-se que
existe um r ∈ N e uma matriz H ∈ Zn×rmax tal que X = ImH . Enta˜o, a partir da Definic¸a˜o 5.21 sabe-se
que X e´ algebricamente (A,B)-invariante se e somente se existem as matrizes F ∈Zq×nmax e G∈Zr×rmax tal
que (A⊕BF)H = HG. Como a equac¸a˜o e´ um sistema de equac¸o˜es max-plus linear na˜o homogeˆneo,
o conjunto das soluc¸o˜es (F,G) pode ser calculado utilizando me´todos gerais de eliminac¸a˜o [Gaubert,
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1992]. Entretanto, para afirmar que X = ImH e´ algebricamente (A,B)-invariante e´ suficiente saber se
o sistema de equac¸o˜es (A⊕BF)H = HG tem ao menos uma soluc¸a˜o [Katz, 2007], e existem me´todos
alternativos para tal [Cuninghame-Green e Butkovic, 2003].
O problema da existeˆncia de uma soluc¸a˜o (com entradas finitas) de um sistema deste tipo pode
ser reduzido ao problema da existeˆncia de um sub-ponto fixo de uma func¸a˜o min-max [Katz, 2007].
Neste casos deve-se introduzir uma nova varia´vel t de forma a obter um novo sistema de equac¸o˜es
que seja homogeˆneo (At⊕BF)H = HG. Utilizando a teoria da residuac¸a˜o tem-se que (t,F,G) e´ uma
soluc¸a˜o do sistema se e somente se verifica que:
t ≤ (AH)◦\(HG),
F ≤ B◦\(HG)◦/H,
G≤ H◦\((At⊕BF)H).
(5.19)
onde D◦\C e´ definido como sup{E ∈ Zp×rmax|DE ≤ C} para todo D ∈ Zn×rmax e C ∈ Zn×rmax (a func¸a˜o ◦/ e´
definida de maneira ana´loga). Se e´ possı´vel encontrar um subponto fixo da func¸a˜o min-max definida
pelo lado direito de 5.19, enta˜o (t,F,G) e´ uma soluc¸a˜o para (At⊕BF)H = HG com t 6=−∞ e t−1F =
(−t)F e´ a realimentac¸a˜o procurada.
5.3.4 Exemplo
Para entender melhor os conceitos relacionados aos semimo´dulos (A,B)-invariantes um exemplo
extraı´do de [Katz, 2003] e´ apresentado. As matrizes A e B que descrevem um sistema sa˜o:
A =

 −∞ 0 −∞−∞ −∞ 0
0 −∞ −∞

 e B =

 2 00 2
0 0


Uma especificac¸a˜o para o sistema e´ dada por um semimo´dulo K = Im(K), sendo:
K =

 1 0 00 1 0
0 0 2


Primeiramente se calcula o ma´ximo semimo´dulo K ↑ geometricamente (A,B)-invariante, para
enta˜o verificar se e´ possı´vel obter uma realimentac¸a˜o linear para ele. Para encontrar K ↑ e´ necessa´rio
calcular a sucessa˜o de semimo´dulos {X }r∈N definida na equac¸a˜o (5.16). Sendo assim e´ possı´vel
escrever
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X1 =K
X2 =ϕ(X1)
onde:
ϕ(X1) = X1∩A−1(X1⊖B).
Para encontrar uma matriz que represente uma famı´lia geradora do semimo´dulo X1 e´ possı´vel
utilizar o Maxplus Toolbox disponı´vel no Scilab [Max Plus, 1998]. Atrave´s da func¸a˜o denomi-
nada mpsolve e´ possı´vel resolver sistemas lineares max-plus da forma Dx = Cx. Para manipular
as func¸o˜es disponı´veis no toolbox sa˜o utilizadas as matrizes que representam as famı´lias geradoras
dos semimo´dulos B = Im(B) e X1 = Im(X1) = Im(K)
A matriz X2, tal que X2 = Im(X2), calculada e´:
X2 =

 3 6 44 5 3
3 5 5


Se a imagem dos semimo´dulos X1 e X2 sa˜o iguais enta˜o K ↑ = X2. O teste das imagens e´ realizado
atrave´s das func¸o˜es includespan e equalspan do Maxplus Toolbox do Scilab. Para o caso acima
Im(X2)⊂ Im(X1) mas Im(X1) 6= Im(X2), portanto e´ necessa´rio calcular X3:
X3 = ϕ(X2) = X2∩A−1(X2⊖B)
onde a famı´lia geradora de X3 e´ dada pela matriz:
X3 =

 19 17 1618 16 17
18 18 16


Atrave´s do teste das imagens conclui-se que Im(X3) = Im(X2), e portanto K ↑ = X3 = Im(X3).
Sabe-se a priori que o ϕ(X ) vai estabilizar pois K e´ uma matriz composta apenas de componentes
finitos, logo ela e´ irredutı´vel e portanto tem volume finito, garantindo a estabilizac¸a˜o (Teorema 5.7).
Apo´s calcular K ↑ deseja-se saber se ele e´ algebricamente (A,B)-invariante. O semimo´dulo K ↑ =
Im(X3) e´ algebricamente (A,B)-invariante se e somente se o sistema max-plus linear homogeˆneo
(At⊕BF)H = HG
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admite uma soluc¸a˜o (t,F,G) com t 6=−∞, sendo H = X3⊗ (−16). Para o caso do exemplo desenvol-
vido o sistema e´ dado por:



 −∞ 0 −∞−∞ −∞ 0
0 −∞ −∞

t⊕

 2 00 2
0 0


(
f11 f12 f13
f21 f22 f23
)

 3 1 02 0 1
2 2 0

=

 3 1 02 0 1
2 2 0



 g11 g12 g13g21 g22 g23
g31 g32 g33


Como apresentado anteriormente, na˜o e´ necessa´ro encontrar todas as soluc¸o˜es do sistema, apenas
uma com t na˜o nulo. A busca de uma soluc¸a˜o para equac¸a˜o (5.19) tambe´m pode ser implementada
atrave´s de func¸o˜es do Maxplus Toolbox pois os operadores ◦\ e ◦/ esta˜o implementados. ´E necessa´rio
definir valores iniciais para t,F , e G e enta˜o calcular sucessivamente as inequac¸o˜es ate´ convergir para
um resultado. Quando isto ocorre encontra-se uma soluc¸a˜o para (t,F,G).
Sendo os valores iniciais de t,F e G:
t0 = 0, F0 =
(
0 0 0
0 0 0
)
e G0 =

 0 0 00 0 0
0 0 0


sa˜o encontradas duas matrizes F que garantem a (A,B)-invariaˆncia de K ↑. Sa˜o elas:
F1 =
(
−1 −2 −2
−1 −2 −2
)
F2 =
(
−1 −2 −2
−2 −2 −2
)
Ou seja, ambos os testes (A⊕BF1)K ↑ ⊂ K ↑ e (A⊕BF2)K ↑ ⊂ K ↑ sa˜o verdadeiros.
5.4 Conclusa˜o
Ao longo deste capı´tulo alguns aspectos relacionados a teoria de dio´ides foram apresentados,
sendo explorado um exemplo ilustrativo e conceitos teo´ricos. Ale´m disso, o formalismo que vai ser
adotado na modelagem discreta dos sistemas de tra´fego, a a´lgebra max-plus, foi estudado.
A coordenac¸a˜o semafo´rica em um sistema de tra´fego urbano e´ modelada atrave´s de uma aborda-
gem puramente discreta no Capı´tulo 6, onde o problema de coordenac¸a˜o semafo´rica para um sistema
composto de arteriais e´ discutido. A modelagem do sistema e´ baseada na a´lgebra max-plus e o pro-
blema de sı´ntese de controle e´ resolvido utilizando os conceitos sobre semimo´dulos (A,B)-invariantes
apresentados neste capı´tulo.
Capı´tulo 6
Modelagem e Controle de Sistemas de
Tra´fego atrave´s da ´Algebra Max-Plus
Um dos objetivos desta tese e´ resolver o problema de modelagem de sistemas de tra´fego urbano e
sı´ntese de controle semafo´rico sob o enfoque dos sistemas a eventos discretos (SEDs), e o formalismo
adotado e´ a a´lgebra max-plus [Baccelli et al., 1992]. O trabalho propo˜e uma nova abordagem do pro-
blema de controle semafo´rico, enfocando a coordenac¸a˜o semafo´rica de arteriais. A soluc¸a˜o proposta
utiliza o conceito de semimo´dulos (A,B)-invariantes [Katz, 2007] para obter um sistema controlado
com realimentac¸a˜o de estado.
A pro´xima sec¸a˜o do capı´tulo apresenta alguns trabalhos relacionados com os sistemas de tra´fego
e SEDs, os quais inspiraram a soluc¸a˜o proposta para o problema de coordenac¸a˜o semafo´rica. A
proposta desenvolvida neste capı´tulo e´ apresentada na sec¸a˜o 6.2. Aspectos relativos a` implementac¸a˜o
dos modelos obtidos e resultados de simulac¸a˜o tambe´m sa˜o apresentados ao longo do capı´tulo.
6.1 Trabalhos Relacionados
Os sistemas de tra´fego sa˜o sistemas sujeitos a restric¸o˜es de sincronizac¸a˜o, e podem ser modelados
atrave´s da a´lgebra max-plus [Baccelli et al., 1992]. Existem na literatura alguns trabalhos que utilizam
este formalismo para resolver problemas de coordenac¸a˜o em sistemas via´rios e ferrovia´rios.
Em van Egmond e Olsder [1998] uma proposta de modelagem e ana´lise baseada nos autovalores
e autovetores do sistema max-plus linear e´ utilizada para calcular planos semafo´ricos. Dado um
conjunto de rotas de tra´fego o problema que os autores desejam resolver e´ o de determinar planos
semafo´ricos que minimizam o tempo de espera dos veı´culos pelo sinal verde. Assume-se que cada
veı´culo segue uma rota pre´-determinada e ao longo desta rota na˜o sa˜o permitidas escolhas. Os autores
buscam a minimizac¸a˜o do tempo de espera atrave´s da sincronizac¸a˜o dos sema´foros.
Nesta abordagem cada intersec¸a˜o tem o seu pro´prio plano semafo´rico, que depende do tipo de
intersec¸a˜o (cruzamento normal ou T–cruzamento). Considera-se que o inı´cio de verde em cada esta´gio
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caracteriza um evento, e quando este evento ocorre todos os veı´culos que estavam esperando se mo-
vem para o pro´ximo cruzamento. O conjunto de veı´culos que se movem para uma mesma intersec¸a˜o
formam um pelota˜o. O tamanho do pelota˜o e´ ignorado, considera-se um ponto indivisı´vel, e como
consequ¨eˆncia, apenas o inı´cio do verde em cada esta´gio e´ sincronizado. A ide´ia utilizada para definir
equac¸o˜es max-plus para o sistema e´: na˜o deixe os veı´culos esperando no sema´foro, mas os sema´foros
esperando os veı´culos [van Egmond e Olsder, 1998].
Para definir as equac¸o˜es max-plus do sistema de tra´fego e´ necessa´rio conhecer os movimentos
permitidos nos esta´gios. A Figura 6.1 mostra os movimentos permitidos para os esta´gios definidos
para um cruzamento normal e para um T–cruzamento.
ba c d
(a) Cruzamento normal
a b c
(b) T–cruzamento
Figura 6.1: Esta´gios para um cruzamento normal e um T–cruzamento
Um evento e´ caracterizado pela abertura do sinal verde em um esta´gio, e xi(k) corresponde ao
tempo da k–e´sima abertura do sinal verde para o esta´gio. As equac¸o˜es max-plus para o sistema sa˜o
geradas seguindo as seguintes regras [van Egmond e Olsder, 1998]:
1. Um esta´gio deve permanecer em verde ate´ que todos os peloto˜es cruzando uma via tenham
chegado.
2. O tempo de durac¸a˜o entre dois esta´gios sucessivos (na mesma intersec¸a˜o) deve ter um valor
mı´nimo.
Considere o sistema da Figura 6.2. As linhas indicam as rotas pre´-determinadas e o tempo de
viagem entre duas intersec¸o˜es e´ 36 segundos.
1 2
36s
Figura 6.2: Pequeno exemplo
Os esta´gios considerados sa˜o os definidos na Figura 6.1 (os esta´gios da Figura 6.1(b) sa˜o rotacio-
nados 90◦). A ocorreˆncia dos esta´gios da intersec¸a˜o 1 seguem a seguinte ordem: x1a−−x1b−−x1c−
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−x1d ; para a intersec¸a˜o 2 a ordem e´ x2a−−x2b−−x2c. Se o tempo mı´nimo de verde e´ 10 segundos,
e´ possı´vel escrever as seguintes equac¸o˜es max-plus lineares para o exemplo:
x1a(k + 1) = (10⊗ x1c(k))⊕ (36⊗ x2c(k)) = 10 x1c⊕36 x2c
x1b(k + 1) = 10 x1a(k + 1)
x1c(k + 1) = 10 x1b(k + 1)
x2a(k + 1) = 10 x2d(k)
x2b(k + 1) = 10 x2a(k + 1)
x2c(k + 1) = 10 x2b(k + 1)⊕36 x1a(k)
x2d(k + 1) = 10 x2c(k + 1)
onde os ı´ndices 1a,1b, · · · ,2d correspondem aos diferentes esta´gios das intersec¸o˜es 1 e 2. A Fi-
gura 6.3 apresenta o grafo de eventos (GET) correspondente as equac¸o˜es definidas para o exemplo.
Cada transic¸a˜o representa um esta´gio e os lugares representam os tempo mı´nimos de verde de cada
esta´gio ou os tempos de deslocamento.
10
10
10
10
10
10
10
36
36
x2c
x1b
x1a
x1c
x2d
x2b
x2a
Figura 6.3: GET para pequeno exemplo
Para o caso do exemplo os esta´gios que precisam ser sincronizados sa˜o os representados pelas
transic¸o˜es x1a e x2c, ou seja, os movimentos permitidos no esta´gio x1a so´ tem permissa˜o de passagem
quando o pelota˜o que partiu da intersec¸a˜o 2 ja´ tenha alcanc¸ado a intersec¸a˜o 1. O mesmo raciocı´nio e´
aplicado ao esta´gio x2c.
O objetivo do trabalho proposto por van Egmond e Olsder [1998] e´ definir planos semafo´ricos de
tempo fixo para o sistema. Sabe-se que o inı´cio de verde em cada esta´gio se repete a cada λ unidades
de tempo, para algum λ ∈ R. O tempo λ corresponde ao tempo de ciclo T , onde T corresponde ao
tempo necessa´rio para que todos os esta´gios sejam contemplados.
Segundo van Egmond e Olsder [1998] o plano semafo´rico em tempo fixo pode ser escrito como:
x(k + 1) = λx(k), k = 0,1, . . .
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para perı´odo igual a 1, caso contra´rio cada esta´gio se repete em me´dia a cada λ unidades de tempo.
Sabe-se que x(k + 1) = Ax(k), sendo possı´vel encontrar um vetor v de modo que:
Av = λv
onde λ e v sa˜o os autovalores e autovetores de A. Neste caso, o autovalor λ determina, enta˜o, o
tempo de ciclo de todo o sistema composto pelas intersec¸o˜es [van Egmond e Olsder, 1998]. Se A
e´ irredutı´vel, enta˜o existe um autovalor u´nico que e´ igual ao ma´ximo de todos ciclos me´dios dos
circuitos do grafo de precedeˆncia de A. Para o caso do exemplo aqui descrito o tempo de ciclo e´
λ = 40 segundos.
O trabalho de Vries et al. [1998] busca sincronizar um sistema de trens. A a´lgebra max-plus
e´ utilizada para definir a tabela de hora´rios para as partidas dos trens a fim de permitir conexo˜es.
Entretanto, um trem somente espera outro trem por um perı´odo determinado de tempo, caso contra´rio
a conexa˜o e´ quebrada. Isto e´ realizado com o intuito de evitar a propagac¸a˜o de atrasos atrave´s da rede.
Os exemplos apresentados em de Vries et al. [1998] sa˜o semelhantes ao desenvolvido na sec¸a˜o 5.1,
onde um sistema max-plus linear e´ apresentado atrave´s de uma pequena rede de trens. A Figura 6.4
apresenta o exemplo utilizado no trabalho de Vries et al. [1998]. Na rede da Figura 6.4 existe uma
linha de trem de P para S via Q e vice-versa. Ale´m disso, existe uma linha de ida e volta de Q para R.
A conexa˜o dos trens partindo de P e S com os que partem para R e´ dada na estac¸a˜o Q.
R
1
3
4
2
P SQ
Figura 6.4: Exemplo – rede de trens
Seja xi(k) (i = 1,2,3,4) o tempo da k–e´sima partida de trem na direc¸a˜o i. Um trem so´ pode partir
na direc¸a˜o i quando treˆs condic¸o˜es sa˜o satisfeitas:
1. O trem deve ter chegado na estac¸a˜o. Se um trem vindo na direc¸a˜o j vai continuar na direc¸a˜o i
ele deve obedecer a seguinte condic¸a˜o:
xi(k + 1)≥ ai j ⊗ x j(k)
onde ai j e´ o tempo de viagem entre j e i.
2. A conexa˜o com outros trens deve ser possı´vel. Isto leva a` seguinte condic¸a˜o:
xi(k + 1)≥ ail ⊗ xl(k)
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onde l indica as direc¸o˜es de onde partem trens que podem realizar conexa˜o na direc¸a˜o i.
3. O trem na˜o pode partir antes do instante di previsto na tabela de hora´rios, ou seja, a seguinte
condic¸a˜o deve ser respeitada:
xi(k + 1)≥ di.
Se um trem parte imediatamente apo´s todas as condic¸o˜es serem satisfeitas, o instante de partida e´
dado pelas seguintes equac¸o˜es:
xi(k + 1) = ai jx j(k) ⊕ di(k + 1)⊕
M
l
(ail(k) xl(k)),
x(k + 1) = Ax(k)⊕d(k + 1).
O modelo max-plus para o sistema da Figura 6.4, desconsiderando a tabela de hora´rios, e´ dado
pelas seguintes equac¸o˜es:
x1(k + 1) = a2(k) x2(k)
x2(k + 1) = a3(k)x3(k)⊕a4(k)x4(k)
x3(k + 1) = a1(k)x1(k)⊕a3(k)x3(k)⊕a4(k)x4(k)
x4(k + 1) = a1(k)x1(k)⊕a3(k)x3(k)
Quando os tempos de viagem ai(k) sa˜o determinı´sticos e invariantes no tempo, o comportamento
do sistema x(k+1) = A x(k) e´ determinado pelo autovalor λ de A. Isto significa que para uma escolha
apropriada de x(1) a cada λ unidades de tempo um trem pode partir. A inclusa˜o de uma tabela
de hora´rios no modelo deve garantir que duas partidas consecutivas na mesma direc¸a˜o so´ podem
acontecer num intervalo de ao menos λ unidades de tempo, caso contra´rio o sistema na˜o podera´
operar sobre a tabela de hora´rios definida.
Seja d(1) um vetor que conte´m os instantes de partida do primeiro trem em cada direc¸a˜o. Para que
o escalonamento seja o mais regular possı´vel a tabela de hora´rios deve satisfazer a seguinte condic¸a˜o:
d(k + 1) = τ⊗d(k) k = 1,2,3, · · ·
onde τ representa o perı´odo da tabela de hora´rios. O perı´odo τ deve satisfazer a condic¸a˜o τ≥ λ onde
λ e´ o autovalor da matriz A. Ale´m da escolha apropriada do perı´odo, a escolha do vetor d(1) tambe´m
tem influeˆncia na propagac¸a˜o dos atrasos.
Em de Vries et al. [1998], os autores na˜o querem que um trem espere muito tempo por uma
conexa˜o. O trem na direc¸a˜o i parte no instante di(k + 1) + Mil , com Mil > 0, caso o trem vindo
na direc¸a˜o l para conexa˜o na˜o tenha chegado ainda. A quantidade Mil pode ser interpretada como
o ma´ximo tempo que o trem na direc¸a˜o i pode esperar por um trem vindo na direc¸a˜o l apo´s o seu
hora´rio previsto para partir. O modelo max-plus passa a ser o seguinte:
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xi(k + 1) = ai jx j(k) ⊕ di(k + 1)⊕
M
l
(ail(k) xl(k) ⊕′ Mil di(k + 1))
onde a⊕′ b = min(a,b). A ide´ia desta abordagem e´ que o (k + 1)–e´simo trem na direc¸a˜o i sempre
espera o k–e´simo trem vindo na direc¸a˜o l ate´ di(k + 1)+ Mil , mesmo quando o atraso do trem vindo
na direc¸a˜o l e´ maior que esta quantidade. Como consequ¨eˆncia e´ possı´vel que um trem na direc¸a˜o i
espere desnecessariamente um trem que na˜o vai chegar.
Uma soluc¸a˜o para evitar esperas desnecessa´rias e tambe´m minimizar a propagac¸a˜o dos atrasos na
rede e´ tornar as conexo˜es controla´veis. A introduc¸a˜o da varia´vel uil(k) indica se o k–e´simo trem na
direc¸a˜o i vai esperar por uma conexa˜o com o trem vindo na direc¸a˜o l. A introduc¸a˜o da varia´vel uil
leva ao seguinte modelo:
xi(k + 1) = ai jx j(k) ⊕ di(k + 1)⊕
M
l
(ail(k) xl(k) ⊕′ Mil di(k + 1)) uil
onde uil e´ dado por
uil =
{
0, quando i espera por l
ε, caso contra´rio.
Crite´rios para decidir quando um trem vai esperar uma conexa˜o, ou seja, para definir o valor de uil
sa˜o discutidos em de Vries et al. [1998]. ´E possı´vel citar que o nu´mero de passageiros que ira˜o realizar
a conexa˜o, a possibilidade de atender o nu´mero ma´ximo de conexo˜es, dentre outros, sa˜o alguns dos
pontos analisados.
Em Katz [2007] o mesmo exemplo da Figura 6.4 e´ apresentado. Entretanto, neste trabalho o
problema de sincronizac¸a˜o dos trens e´ resolvido atrave´s do uso de semimo´dulos (A,B)-invariantes. As
condic¸o˜es que devem ser respeitadas sa˜o exatamente as mesmas apresentadas no trabalho de de Vries
et al. [1998]. A diferenc¸a e´ que agora a tabela de hora´rio e´ considerada uma entrada de controle,
e o sistema e´ analisado segundo a equac¸a˜o x(k + 1) = Ax(k)⊕Bu(k + 1). A condic¸a˜o que afirma
que um trem na˜o pode partir antes do instante previsto na tabela de hora´rios agora e´ definida como
xi(k + 1)≥ ui(k + 1).
O trabalho de Katz [2007] mostra como calcular uma tabela de hora´rios para o sistema de modo
que as condic¸o˜es apresentadas sejam sempre respeitadas. Especificac¸o˜es que definem limites para
os intervalos entre partidas dos trens e para o tempo de espera dos passageiros sa˜o definidas como
semimo´dulo K = {x ∈ Znmax | xi−x j ≤ di j, ∀i, j; 1≤ i, j ≤ n} (equac¸a˜o (5.17)). O problema enta˜o
passa a ser determinar se existe um semimo´dulo (A,B)-invariante K ↑ contido em K e enta˜o calcular
um controle com realimentac¸a˜o de estados que garanta que as restric¸o˜es sejam sempre respeitadas. O
me´todo utilizado para encontrar K ↑ foi apresentado na sec¸a˜o 5.3 do Capı´tulo 5.
Os trabalhos aqui apresentados serviram de inspirac¸a˜o para a proposta de modelagem e controle
que e´ apresentada a seguir.
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6.2 Proposta para Modelagem e Controle de Sistemas de Tra´fego
A a´lgebra max-plus e´ um formalismo eficiente para resolver o problema de controle de tra´fego
urbano quando se deseja realizar sincronizac¸a˜o de sema´foros. O modelo que e´ proposto nesta sec¸a˜o
visa modelar as vias arteriais de um sistema via´rio. Uma via e´ chamada arterial quando possui uma
extensa˜o larga, a sua velocidade de percurso e´ me´dia ou alta e o fluxo veicular intenso. As arteriais
tem prioridade mais alta nos cruzamentos, ou seja, o tempo de verde da arterial e´ superior ao alocado
para as vias secunda´rias ou transversais. Ale´m disso, deseja-se uma sincronizac¸a˜o dos sema´foros que
favorec¸a a progressa˜o de peloto˜es ao longo de toda arterial.
A proposta aqui apresentada busca sincronizar os sema´foros de uma malha via´ria, a partir dos
tempos de verde nominais associados aos esta´gios. Ale´m disso, o me´todo proposto para modelagem
define modelos especı´ficos para as vias e os sema´foros, garantindo uma descric¸a˜o mais detalhada dos
eventos que ocorrem no sistema.
As seguintes premissas devem ser consideradas para modelar um sistema de tra´fego urbano:
• os veı´culos que se deslocam entre as intersec¸o˜es sa˜o agrupados em peloto˜es;
• um pelota˜o e´ considerado como um ponto indivisı´vel. Seu tamanho e´ definido pelo tempo
mı´nimo de verde do sistema controlado, ou seja, o tempo mı´nimo de verde tem que ser sufici-
ente para permitir o cruzamento de um pelota˜o pela intersec¸a˜o;
• o conjunto mı´nimo de intersec¸o˜es e´ composto de duas unidades, como mostra a Figura 6.5.
Os sema´foros Si esta˜o relacionados com as intersec¸o˜es Ii com i = 1,2, e d12 e´ o tempo de
deslocamento entre I1 e I2;
S1 S2
12d
I1 I 2
Figura 6.5: Sistema mı´nimo (2 intersec¸o˜es)
• os eventos que se deseja modelar sa˜o as trocas de sinal dos sema´foros e a chegada dos peloto˜es
nas intersec¸o˜es;
• a via arterial de ma˜o dupla da Figura 6.5 pode ser modelada atrave´s de um grafo de evento
(GET). A Figura 6.6 mostra o GET para a arterial, onde as transic¸o˜es xi1 e xi2 indicam a pas-
sagem de um pelota˜o pela intersec¸a˜o Ii com i = 1,2 e converso˜es na˜o sa˜o permitidas. Aos
lugares que conectam as transic¸o˜es sa˜o associados os tempos d12 = d21, que representam o
tempo de deslocamento entre as duas intersec¸o˜es. A marcac¸a˜o dos lugares, que sa˜o nomeados
di j, indicam a presenc¸a ou na˜o de um pelota˜o na via;
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Figura 6.6: Modelo de uma via de ma˜o dupla
• os sema´foros podem estar com a indicac¸a˜o semafo´rica verde ou vermelha. O tempo de amarelo
na˜o e´ considerado isoladamente. O fato da indicac¸a˜o estar verde na direc¸a˜o da arterial significa
que o sinal esta´ vermelho na direc¸a˜o da via transversal, e vice-versa. O modelo utilizado para
o sema´foro esta´ na Figura 6.7. As transic¸o˜es indicam a troca de sinal do sema´foro, si1 habilita
o sinal verde e si2 o sinal vermelho, os tempos ri e gi associados aos lugares representam,
respectivamente, os tempos de vermelho e verde do sema´foro i com i = 1,2. Ale´m disso, ri
e gi tambe´m sa˜o utilizados para nomear os lugares. A marcac¸a˜o utilizada no modelo indica a
habilitac¸a˜o do sinal verde ao inicializar a rede;
s i2
r g
si1
i i
Figura 6.7: Modelo de um sema´foro
• a conexa˜o entre uma via e um sema´foro se da´ atrave´s de um lugar na˜o temporizado entre as
transic¸o˜es que habilitam o sinal verde para a arterial e as transic¸o˜es que habilitam a passagem
de um pelota˜o pela via. A Figura 6.8 mostra a conexa˜o entre uma via e um sema´foro, onde um
pelota˜o so´ pode ingressar na via x11 → x21 quando o sema´foro s1 estiver com o sinal verde, ou
seja, quando a transic¸a˜o s11 for sensibilizada.
Apo´s definir modelos isolados para uma via e um sema´foro, e a conexa˜o entre eles, e´ possı´vel defi-
nir um GET que modele a malha via´ria da Figura 6.5. A malha via´ria e´ composta de duas intersec¸o˜es,
e portanto e´ necessa´rio modelar dois sema´foros, um para cada intersec¸a˜o. Ale´m disso, como a via e´
de ma˜o dupla e´ necessa´rio modelar a conexa˜o para cada direc¸a˜o da via separadamente. O modelo da
malha semaforizada esta´ na Figura 6.9. Este modelo possui sema´foros com temporizac¸a˜o fixa pois
os tempos de verde e vermelho sa˜o definidos a priori e na˜o sa˜o alterados dinaˆmicamente pelo GET,
ale´m disso na˜o e´ previsto nenhum controle externo.
´E possı´vel introduzir entradas de controle no GET da Figura 6.9, como mostra a Figura 6.10. A
introduc¸a˜o das transic¸o˜es ui permite que os chaveamentos do sinal semafo´rico sejam atrasados em
relac¸a˜o a`queles definidos pelos tempos mı´nimos de verde e vermelho, dados por gi e ri.
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Figura 6.8: Conexa˜o de uma via e um sema´foro
s12 s22
s 11
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d21
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x11 x21
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s21
Figura 6.9: Modelo de uma malha semaforizada
d12
d21
x12
x11 x21
x22
s 11
r g1 1 r g2 2
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1 u3
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u
Figura 6.10: Modelo de uma malha com entradas de controle
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O sistema da Figura 6.10 e´ um sistema max-plus linear definido pela equac¸a˜o x(k) = Ax(k−1)⊕
Bu(k) (equac¸a˜o (5.14)) onde A ∈ Zn×nmax e B ∈ Zn×qmax . As equac¸o˜es que representam o modelo da malha
com entradas de controle sa˜o:
s11(k) = r1 s12(k−1)⊕u1(k) = max (r1 + s12(k−1), u1(k))
s12(k) = g1 s11(k)⊕u2(k)
x11(k) = s11(k)
x12(k) = d21 x22(k−1)⊕ s11(k)
s21(k) = r2 s22(k−1)⊕u3(k)
s22(k) = g2 s21(k)⊕u4(k)
x21(k) = d12 x11(k−1)⊕ s21(k)
x22(k) = s21(k)
onde as varia´veis si j(k), xi j(k) e ul(k), i, j = 1,2 e l = 1, · · · ,4 representam o k–e´simo disparo das
transic¸o˜es xi j, si j e ul da Figura 6.10.
As equac¸o˜es apresentadas modelam a sincronizac¸a˜o da passagem dos peloto˜es pelos cruzamentos
com a habilitac¸a˜o do sinal verde na direc¸a˜o da arterial. Entretanto, e´ necessa´rio definir um conjunto
de restric¸o˜es operacionais para garantir o bom funcionamento do sistema controlado.
As restric¸o˜es sa˜o definidas sobre as transic¸o˜es do GET, e visam impedir que uma determinada
transic¸a˜o i ocorra antes de outra transic¸a˜o j acrescida de um limite de tempo w, ou seja, i ≥ j + w.
Restric¸o˜es definidas desta forma podem ser escritas como um semimo´dulo K e enta˜o o conceito de
semimo´dulos (A,B)-invariantes proposto por Katz [2007] pode ser utilizado para calcular um controle
realimentado para os sistemas de tra´fego urbano.
Para o caso do controle de vias arteriais definem-se quatro conjuntos de restric¸o˜es:
1. Um pelota˜o so´ pode cruzar uma intersec¸a˜o quando o sema´foro estiver com sinal verde na
direc¸a˜o da arterial. Para o modelo da Figura 6.10 sa˜o definidas as seguintes restric¸o˜es:
s11(k)− x1i(k) ≤ 0
s21(k)− x2i(k) ≤ 0 i = 1,2,
ou seja, as transic¸o˜es x1i(k) e x2i(k) so´ podem ser sensibilizadas apo´s a sensibilizac¸a˜o de si1(k).
Se o resultado de s11(k)− x1i(k) ou s21(k)− x2i(k) e´ um valor negativo pode-se concluir que a
abertura do sinal verde ocorreu antes da chegada de um pelota˜o. O resultado nulo e´ a situac¸a˜o
ideal, onde o pelota˜o chega no cruzamento exatamente na abertura do sinal verde.
2. O tempo de verde deve ser longo o suficiente para absorver um pelota˜o. As seguintes restric¸o˜es
6. Modelagem e Controle de Sistemas de Tra´fego atrave´s da ´Algebra Max-Plus 97
podem ser escritas como:
x1i(k)− s12(k) ≤ −ta
x2i(k)− s22(k) ≤ −ta i = 1,2,
onde ta e´ o tempo de absorc¸a˜o. O valor utilizado nesta tese para ta e´ o mesmo do tempo mı´nimo
de verde.
3. O tempo de verde na˜o pode ultrapassar um valor ma´ximo m:
si2− s j1 ≤m para i = j e i, j = 1,2,
Esta restric¸a˜o evita que o sema´foro permanec¸a com a indicac¸a˜o semafo´rica em verde para
arterial indefinidamente, prejudicando desta maneira as vias transversais.
4. O offset entre os sema´foros Si na˜o pode ultrapassar um valor ma´ximo pi j:
s11− s21 ≤ p12
s21− s11 ≤ p21.
´E necessa´rio garantir que o offset na˜o ultrapasse um valor ma´ximo para que todos os sema´foros
recebam a indicac¸a˜o semafo´rica verde na direc¸a˜o da arterial pelo menos uma vez a cada ciclo.
A restric¸a˜o e´ definida nas duas direc¸o˜es da via pois na˜o se sabe a priori qual sera´ o sema´foro
de refereˆncia.
O conjunto de restric¸o˜es vai gerar uma especificac¸a˜o, representada pelo semimo´dulo K = {z ∈
Znmax | zi−z j ≤wi j, ∀i, j; 1≤ i, j≤ n} onde W = (wi j) e´ uma matriz com entradas em Zmax∪{+∞}.
O semimo´dulo tambe´m pode ser representado como K = {z ∈ Znmax | Ez≤ z} onde E = (−W )T .
Apo´s calcular a especificac¸a˜o e´ possı´vel definir o problema de controle, que e´ computar o conjunto
ma´ximo de estados iniciais K ↑ para o qual exista uma sequ¨eˆncia de vetores de controle que fac¸am o
estado do sistema permanecer sempre em K , ou seja, na˜o viole a especificac¸a˜o. Quando e´ possı´vel
calcular K ↑ diz-se que K ↑ e´ um semimo´dulo geometricamente (A,B)-invariante.
Conforme descrito no Capı´tulo 5, se a matriz E e´ irredutı´vel o semimo´dulo K tem volume finito.
O fato de K ter volume finito garante que a busca por um semimo´dulo geometricamente (A,B)-
invariante sempre estabiliza em um nu´mero finito de passos. Quando a matriz E e´ irredutı´vel sabe-se
que o seu grafo de precedeˆncia G(E) e´ fortemente conexo.
Sejam z = [s11 s12 x11 x12 s21 s22 x21 x22]T e K = {z ∈ Znmax | Ez ≤ z} . As matrizes W e E =
(−W )T , para o sistema mı´nimo composto de duas intersec¸o˜es, sa˜o apresentadas nas Tabelas 6.1 e 6.2,
respectivamente.
O grafo de precedeˆncia G(E) para a matriz da Tabela 6.2 e´ mostrado na Figura 6.11. ´E possı´vel
perceber que o grafo encontrado e´ fortemente conexo, ou seja, a sua matriz E e´ irredutı´vel. ´E possı´vel
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+∞ +∞ 0 0 p12 +∞ +∞ +∞
m +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞
+∞ −ta +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞
+∞ −ta +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞
p21 +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ 0 0
+∞ +∞ +∞ +∞ m +∞ +∞ +∞
+∞ +∞ +∞ +∞ +∞ −ta +∞ +∞
+∞ +∞ +∞ +∞ +∞ −ta +∞ +∞
Tabela 6.1: Matriz W para especificac¸a˜o
−∞ −m −∞ −∞ −p21 −∞ −∞ −∞
−∞ −∞ ta ta −∞ −∞ −∞ −∞
0 −∞ −∞ −∞ −∞ −∞ −∞ −∞
0 −∞ −∞ −∞ −∞ −∞ −∞ −∞
−p12 −∞ −∞ −∞ −∞ −m −∞ −∞
−∞ −∞ −∞ −∞ −∞ −∞ ta ta
−∞ −∞ −∞ −∞ 0 −∞ −∞ −∞
−∞ −∞ −∞ −∞ 0 −∞ −∞ −∞
Tabela 6.2: Matriz E = (−W )T
concluir que se a especificac¸a˜o para o sistema for definida com os quatro conjuntos de restric¸o˜es
definidos nesta tese sempre sera´ possı´vel encontrar um semimo´dulo K ↑ geometricamente (A,B)-
invariante, pois G(E) sempre tera´ a mesma estrutura e sera´ fortemente conexo. A soluc¸a˜o encontrada
e´ uma matriz K↑, sendo K ↑ = Im(K↑). O ca´lculo de K ↑ e´ realizado atrave´s do me´todo proposto por
Katz [2007], que foi apresentado na sec¸a˜o 5.3.
x11
x12
s12 s11 s22
x22
x21
s21
ta
ta
ta
ta
−m −m
0
0
0
0
−p21
−p12
Figura 6.11: Grafo de precedeˆncia para matriz E da especificac¸a˜o
Apo´s encontrar um semimo´dulo geometricamente (A,B)-invariante deseja-se implementar o con-
trole atrave´s de uma realimentac¸a˜o de estados u = F z(k− 1) onde F ∈ Zq×nmax existe se K ↑ e´ alge-
bricamente (A,B)-invariante em relac¸a˜o ao sistema em malha fechada z(k) = (A⊕BF)z(k− 1). Em
outras palavras, o controle sobre os sinais semafo´ricos sera´ uma func¸a˜o dos instantes de ocorreˆncia
dos eventos indicados pelas varia´veis de estado zi. Na a´lgebra convencional sempre que e´ possı´vel
calcular um espac¸o (A,B)-invariante e´ possı´vel encontrar uma matriz F que realize a realimentac¸a˜o
de estados, entretanto, quando se trabalha com a a´lgebra max-plus nem sempre e´ possı´vel encontrar
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uma matriz de realimentac¸a˜o F .
O grafo de eventos da Figura 6.12 representa o sistema controlado com realimentac¸a˜o de estados
da Figura 6.10. Neste caso a matriz F tem dimensa˜o 4×8, ou seja, cada linha i da matriz representa
uma ligac¸a˜o entre as transic¸o˜es do sistema com uma entrada de controle ui ∈ (u1 u2 u3 u4). Em Katz
[2007] sa˜o apresentados me´todos para calcular a matriz F , sendo que alguns deles esta˜o implementa-
dos no Max Plus Toolbox do Scilab [Max Plus, 1998].
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Figura 6.12: Malha via´ria controlada
A proposta de modelagem e controle foi apresentada para o sistema mı´nimo, com duas intersec¸o˜es,
mas a extensa˜o para um sistema com mais intersec¸o˜es e´ direto, como sera´ mostrado na pro´xima sec¸a˜o.
6.2.1 Modelo Gene´rico para n Intersec¸o˜es
A sec¸a˜o anterior apresentou a proposta de modelagem e controle para o sistema mı´nimo, com-
posto de 2 intersec¸o˜es. Nesta sec¸a˜o o modelo e´ estendido para a arterial da Figura 6.13, que e´ com-
posta de n intersec¸o˜es semaforizadas.
S
I1
S
1,2d
2I
S
I 3
d2,3
321
.....
n−1I
S
I n
dn−1,n
nSn−1
Figura 6.13: Malha via´ria com n intersec¸o˜es
O grafo de eventos semaforizado que representa a arterial da Figura 6.13 e´ apresentado na Fi-
gura 6.14. A arterial e´ modelada atrave´s de uma rede de Petri com 2n transic¸o˜es, sendo n transic¸o˜es
para cada direc¸a˜o da via, e sa˜o definidos 2(n− 1) lugares, sendo n− 1 para cada direc¸a˜o. Cada
sema´foro e´ modelado conforme o modelo apresentado na Figura 6.7, sendo que cada sema´foro e´ co-
nectado com uma direc¸a˜o da via atrave´s da conexa˜o definida na Figura 6.8, resultando em n modelos
para os sema´foros e 2n conexo˜es (n para cada direc¸a˜o da via).
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Figura 6.14: grafo de eventos para arterial com n intersec¸o˜es
A matriz A que representa o sistema max-plus linear possui dimensa˜o 4n×4n, sendo n o nu´mero
de intersec¸o˜es. Este nu´mero corresponde a soma das 2n transic¸o˜es que representam as duas direc¸o˜es
da via com as 2n transic¸o˜es que representam as trocas semafo´ricas.
No modelo apresentado na˜o sa˜o definidas as entradas de controle pois a definic¸a˜o de quais
sema´foros controlar depende da aplicac¸a˜o desejada. Sendo assim, a dimensa˜o da matriz B e´ varia´vel
pois o nu´mero de colunas depende do nu´mero de entradas de controle, sabe-se apenas que o nu´mero
de linhas e´ 4n.
Os quatro conjuntos de restric¸o˜es definidos na sec¸a˜o anterior tambe´m podem ser generalizados
para um sistema com n intersec¸o˜es, conforme apresentado a seguir:
1. Um pelota˜o atravessa uma intersec¸a˜o apenas quando o sema´foro esta´ verde:
si1(k)− xi1(k) ≤ 0
si1(k)− xi2(k) ≤ 0 i = 1, · · ·n.
2. O tempo de verde deve ser capaz de absorver um pelota˜o (tai e´ o tempo de absorc¸a˜o):
xi1(k)− si2(k) ≤ −tai
xi2(k)− si2(k) ≤ −tai i = 1, · · ·n.
3. O tempo de verde na˜o pode ultrapassar um ma´ximo mi:
si2(k)− si1(k) ≤ mi i = 1, · · ·n.
4. O offset entre os sema´foros Si na˜o pode ultrapassar um valor ma´ximo p:
si,1(k)− si+1,1(k) ≤ pi,i+1
si+1,1(k)− si,1(k) ≤ pi+1,i i = 1, · · · (n−1).
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Apo´s definir as restric¸o˜es e´ possı´vel obter a matriz E que representa a especificac¸a˜o, e sabe-se que
a dimensa˜o da matriz E e´ igual da matriz A, no caso 4n× 4n. A dimensa˜o da matriz K↑ e´ varia´vel,
sabe-se apenas que ela conte´m 4n linhas. O mesmo ocorre com a matriz de controle F , onde o nu´mero
de linhas depende do nu´mero de entradas de controle, sabe-se apenas que o nu´mero de colunas e´ 4n.
A pro´xima sec¸a˜o apresenta a obtenc¸a˜o do modelo max-plus para uma arterial composta de 3
intersec¸o˜es, bem como a obtenc¸a˜o do controle para o sistema modelado.
6.2.2 Exemplo
O modelo gene´rico apresentado na sec¸a˜o 6.2.1 e´ aplicado na malha via´ria da Figura 6.15, onde
n = 3, ou seja, a arterial possui treˆs intersec¸o˜es.
S1 S2
12d
I1 2I
S3
I 3
d23
Figura 6.15: Malha via´ria com 3 intersec¸o˜es
O grafo de eventos que modela o sistema com entradas de controle esta´ na Figura 6.16. Para
resolver este exemplo, o controle foi aplicado apenas nas transic¸o˜es que indicam a abertura do sinal
vermelho, ou seja, controla-se apenas a durac¸a˜o do sinal verde. Esta simplificac¸a˜o e´ realizada para
diminuir a complexidade computacional do ca´lculo de K ↑, e na˜o e´ uma limitac¸a˜o teo´rica da proposta
apresentada anteriormente.
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d32
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3
x32
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Figura 6.16: Modelo com entradas de controle
Sendo z(k) = [x11(k) x12(k) s11(k) s12(k) x21(k) x22(k) s21(k) s22(k) x31(k) x32(k) s31(k) s32(k)]T ,
u(k) = [u1(k) u2(k) u3(k)]T , ε = −∞ e e = 0, a matriz A do sistema z(k) = Az(k− 1)⊕Bu(k) da
Figura 6.16 e´ apresentada na Tabela 6.3 e a matriz B na Tabela 6.4.
A especificac¸a˜o para a malha composta de treˆs intersec¸o˜es e´ composta pelos quatro conjuntos de
restric¸o˜es definidos anteriormente:
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ε ε ε r1 ε ε ε ε ε ε ε ε
ε ε ε r1 ε d21 ε ε ε ε ε ε
ε ε ε r1 ε ε ε ε ε ε ε ε
ε ε ε r1 + g1 ε ε ε ε ε ε ε ε
d12 ε ε ε ε ε ε r2 ε ε ε ε
ε ε ε ε ε ε ε r2 ε d32 ε ε
ε ε ε ε ε ε ε r2 ε ε ε ε
ε ε ε ε ε ε ε r2 + g2 ε ε ε ε
ε ε ε ε d23 ε ε ε ε ε ε r3
ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε r3
ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε r3
ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε r3 + g3
Tabela 6.3: Matriz A para exemplo de 3 intersec¸o˜es
ε ε ε
ε ε ε
ε ε ε
e ε ε
ε ε ε
ε ε ε
ε ε ε
ε e ε
ε ε ε
ε ε ε
ε ε ε
ε ε ε
ε ε e
Tabela 6.4: Matriz B para exemplo de 3 intersec¸o˜es
1. Um pelota˜o atravessa uma intersec¸a˜o apenas quando o sema´foro esta´ verde:
s11(k)− x11(k)≤ 0
s11(k)− x12(k)≤ 0
s21(k)− x21(k)≤ 0
s21(k)− x22(k)≤ 0
s31(k)− x31(k)≤ 0
s31(k)− x32(k)≤ 0
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2. O tempo de verde deve ser capaz de absorver um pelota˜o (tai e´ o tempo de absorc¸a˜o):
x11(k)− s12(k)≤−ta1
x12(k)− s12(k)≤−ta1
x21(k)− s22(k)≤−ta2
x22(k)− s22(k)≤−ta2
x31(k)− s32(k)≤−ta3
x32(k)− s32(k)≤−ta3
3. O tempo de verde na˜o pode ultrapassar um ma´ximo m:
s12(k)− s11(k)≤ m1
s22(k)− s21(k)≤ m2
s32(k)− s31(k)≤ m3
4. O offset entre os sema´foros Si na˜o pode ultrapassar um valor ma´ximo pi j:
s11(k)− s21(k) ≤ p12
s21(k)− s11(k) ≤ p12
s21(k)− s31(k) ≤ p23
s31(k)− s21(k) ≤ p23
As restric¸o˜es representam um semimo´dulo K = {z ∈ Znmax|zi − z j ≤ wi j, ∀1 ≤ i, j ≤ n}, onde
W = (wi j) e´ uma matriz com componentes em Zmax ∪ {+∞}. A matriz W para este exemplo e´
apresentada na Tabela 6.5.
+∞ +∞ +∞ −ta1 +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞
+∞ +∞ +∞ −ta1 +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞
0 0 +∞ +∞ +∞ +∞ p12 +∞ +∞ +∞ +∞ +∞
+∞ +∞ m1 +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞
+∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ −ta2 +∞ +∞ +∞ +∞
+∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ −ta2 +∞ +∞ +∞ +∞
+∞ +∞ p12 +∞ 0 0 +∞ +∞ +∞ +∞ p23 +∞
+∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ m2 +∞ +∞ +∞ +∞ +∞
+∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ −ta3
+∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ −ta3
+∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ p23 +∞ 0 0 +∞ +∞
+∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ m3 +∞
Tabela 6.5: Matriz W para exemplo de treˆs intersec¸o˜es
As linhas da matriz representam as restric¸o˜es apresentadas anteriormente, por exemplo, a primeira
linha da matriz representa x11(k)−s12(k)≤−ta1, a segunda x12(k)−s12(k)≤−ta1 e assim por diante.
Como ja´ foi citado anteriormente, podemos expressar K = {z ∈ Znmax|Ez≤ z} onde E = (−W )T . A
matriz E para este exemplo esta´ expressa na Tabela 6.6.
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ε ε e ε ε ε ε ε ε ε ε ε
ε ε e ε ε ε ε ε ε ε ε ε
ε ε ε −m ε ε −p12 ε ε ε ε ε
ta1 ta1 ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε
ε ε ε ε ε ε e ε ε ε ε ε
ε ε ε ε ε ε e ε ε ε ε ε
ε ε −p12 ε ε ε ε −m ε ε −p23 ε
ε ε ε ε ta2 ta2 ε ε ε ε ε ε
ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε e ε
ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε e ε
ε ε ε ε ε ε −p23 ε ε ε ε −m
ε ε ε ε ε ε ε ε ta3 ta3 ε ε
Tabela 6.6: Matriz E para exemplo de treˆs intersec¸o˜es
O ca´lculo do maior conjunto de estados iniciais que garante a especificac¸a˜o K e´ realizado atrave´s
da obtenc¸a˜o da seguinte sequ¨eˆncia de semimo´dulos (equac¸a˜o (5.16)):
X1 = K
Xr+1 = ϕ(Xr), ∀r ∈ N
onde ϕ(Xr) = Xr∩A−1(Xr⊖B). Como se sabe que a matriz E e´ irredutı´vel, o resultado vai convergir
para Xr+1 = Xr em um nu´mero finito de passos e enta˜o K ↑ = Xr.
´E preciso definir valores nominais para os paraˆmetros do sistema para calcular K ↑. Os valores
sa˜o os seguintes:
• velocidade de percurso: 20 m/s;
• distaˆncia entre S1 e S2 = 300 m;
• tempo de percurso entre S1 e S2 = d12 = d21 = 15 s;
• distaˆncia entre S2 e S3 = 400 m;
• tempo de percurso entre S2 e S3 = d23 = d32 = 20 s;
• tempo de vermelho ri = 20 s para i = 1,2,3;
• tempo de verde mı´nimo gi = 44 s para i = 1,2,3;
• tempo de absorc¸a˜o tai = 44 s para i = 1,2,3;
• tempo de verde ma´ximo m1 = m3 = 70 s e m2 = 65 s;
• offset ma´ximos de p12 = 5 s e p23 = 40 s.
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Sendo K = ImE∗ = I⊕E⊕·· ·⊕En−1 (neste caso ∗ representa o operador estrela de Kleene) e
B = ImB, a seguinte sequ¨eˆncia de semimo´dulos e´ calculada para encontrar K ↑:
X1 = K
X2 = X1∩A−1(X1⊖B).
Os algoritmos utilizados para encontrar K ↑ sa˜o implementados como filtros que sa˜o executados
no Scilab [Max Plus, 1998].
Como se verifica que semimo´dulo X2 ( X1 e´ necessa´rio calcular X3:
X3 = X2∩A−1(X2⊖B).
Verifica-se que X3 ⊆ X2, portanto K ↑ = X3. A matriz da Tabela 6.7 e´ uma base ou geradora de
K ↑, onde K ↑ = ImK↑, e cada coluna da matriz representa um possı´vel estado inicial z(0) para o
sistema.
31 170 181 186 160 181 186 0 5 181 5 186
96 214 246 256 204 246 256 44 70 246 70 256
31 170 181 212 160 181 186 0 5 181 5 186
31 170 181 186 160 181 212 0 5 181 5 186
36 165 186 186 165 186 186 5 10 186 10 186
101 209 251 251 209 251 251 49 75 251 75 251
36 165 186 186 165 186 186 5 10 207 10 186
36 165 207 186 165 186 186 5 10 186 10 186
71 125 146 146 125 146 146 45 45 146 45 146
141 169 211 211 169 211 211 89 115 211 115 211
71 125 146 146 125 146 146 45 45 146 71 146
71 125 146 146 125 146 146 45 71 146 45 146
Tabela 6.7: Matriz com conjunto de estados iniciais K↑
´E possı´vel, ainda, verificar que o semimo´dulo K ↑ encontrado e´ algebricamente (A,B)-invariante,
e portanto e´ possı´vel gerar ao menos uma matriz F de realimentac¸a˜o de estados. Para o exemplo
desenvolvido foram encontradas duas matrizes F que podem atuar como controladores para o sistema.
As matrizes F1 e F2 encontradas esta˜o nas Tabelas 6.8 e 6.9. Os me´todos para calcular F esta˜o
implementados no Scilab [Max Plus, 1998].
129 85 129 129 129 85 129 129 89 45 89 89
124 80 124 124 129 85 129 129 89 45 85 85
89 45 89 89 94 50 94 94 129 85 129 129
Tabela 6.8: Matriz de controle F1
Sendo z(0) a primeira coluna da matriz K↑ e F1 a matriz de controle, obte´m-se a seguinte evoluc¸a˜o
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108 64 108 108 103 59 103 103 63 19 63 63
103 59 103 103 108 64 108 108 68 24 68 68
63 19 63 63 68 24 68 68 108 64 108 108
Tabela 6.9: Matriz de controle F2
para o sistema z(k):
z(0) = [31 96 31 31 36 101 36 36 71 141 71 71]T
z(1) = [116 186 116 116 121 186 121 121 161 226 161 161]T
z(2) = [206 271 206 206 206 271 206 206 246 311 246 246]T
z(3) = [291 356 291 291 291 356 291 291 331 396 331 331]T
.
.
.
z(k) = (A⊕BF)z(k−1)
O sistema entra em regime permanente a partir da terceira iterac¸a˜o (z(2)) e o tempo de ciclo
da malha via´ria e´ de 85 segundos, onde o tempo de verde estabiliza em 65 segundos em todos os
sema´foros.
6.3 Implementac¸a˜o do Controle
Para implementar a matriz F na forma de um controle em malha fechada em aplicac¸o˜es reais duas
questo˜es devem ser analisadas:
• a primeira questa˜o e´ como calcular os vetores x(k) do sistema x(k) = Ax(k−1)⊕Bu(k), sendo
que os eventos acontecem a` medida que o tempo evolui;
• a segunda questa˜o e´ como garantir que as restric¸o˜es sera˜o respeitadas caso ocorra alguma
perturbac¸a˜o no sistema e os tempos de viagem dos peloto˜es sejam alterados.
6.3.1 Obtenc¸a˜o dos Vetores x(k)
Quando se deseja calcular a evoluc¸a˜o x(k) = Ax(k−1)⊕Bu(k) de um sistema, a` medida em que
os eventos acontecem, e´ necessa´rio definir uma estrate´gia para ler as transic¸o˜es dos estados x(k− 1)
do sistema. As transic¸o˜es do vetor de estados x podem ser divididas em dois grupos:
1. Transic¸o˜es que modelam as trocas semafo´ricas.
2. Transic¸o˜es que indicam a passagem de um pelota˜o atrave´s de uma intersec¸a˜o.
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Eventos do primeiro grupo sa˜o mais facilmente medidos que os do segundo grupo, e isto ocorre
porque os chaveamentos dos sinais semafo´ricos sa˜o eventos fı´sicos facilmente identifica´veis, en-
quanto os eventos que definem a chegada de um novo pelota˜o na˜o e´ ta˜o evidente. ´E necessa´rio definir
uma estrate´gia para indicar quando um grupo de veı´culos e´ considerado um novo pelota˜o que chega
na intersec¸a˜o. Quando se definem os modelos max-plus para os sistemas de tra´fego os peloto˜es sa˜o
considerados um ponto, entretanto quando se trabalha com modelos reais isto na˜o e´ possı´vel. Uma
estrate´gia sera´ definida na sec¸a˜o 6.4, quando resultados experimentais sera˜o apresentados.
Ale´m de ler os instantes de disparo das transic¸o˜es x j ∈ x, e´ necessa´rio definir como calcular
as entradas de controle ui(k) considerando que cada transic¸a˜o ocorre independentemente a medida
que o sistema evolui. Cada entrada de controle ui(k) ∈ u e´ relacionada com uma linha Fi da matriz
de controle F . Sejam F uma matriz r× n, x = [x1,x2, . . . ,xn]T e u = [u1,u2, . . . ,un]T vetores, cada
entrada de controle ui ∈ u pode ser calculada da seguinte maneira:
ui(k) = Fix(k−1),
= Fi1x1(k−1)⊕ . . .⊕Finxn(k−1),
=
nL
j=1
Fi j⊗ x j(k−1).
A obtenc¸a˜o de ui pode ser realizada usando uma estrutura de dados do tipo pilha. O ca´lculo de
ui(k) e´ atualizado quando as transic¸o˜es x j(k−1) sa˜o disparadas. Quando uma transic¸a˜o x j(k−1) ∈ x
e´ sensibilizada, a operac¸a˜o Fi j ⊗ x j(k− 1) e´ executada e o topo da pilha recebe ⊕ (max) entre o seu
valor corrente e o novo valor calculado. Portanto, apo´s todas as n transic¸o˜es de x(k− 1) terem sido
lidas, o topo da pilha conte´m ui(k). O algoritmo apresentado a seguir mostra um procedimento para
calcular ui(k), onde os paraˆmetros de entrada sa˜o a matriz de controle F e o ı´ndice i da entrada de
controle que se deseja calcular.
procedure CONTROL-INPUT(F, i)
i← i; ⊲ ı´ndice da entrada de controle i
ui ← 0;
aux ← 0;
stack ← /0; ⊲ pilha vazia
for l = 1 : n do ⊲ copia linha i de F
Fi(1, l)← F(i, l);
for l = 1 : n do ⊲ leˆ x j e atualiza a pilha
Read x j(k−1) ∈ x;
aux ← Fi(1, j)⊗ x j(k−1);
stack ← aux⊕ stack;
ui ← stack;
return ui;
end procedure
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A causalidade e´ garantida pela estrutura do grafo de eventos temporizado com realimentac¸a˜o de
estados. O k–e´simo disparo de ui somente acontece apo´s o disparo de todas as transic¸o˜es x j(k− 1),
com x j ∈ x.
A outra questa˜o importante que deve ser considerada quando se deseja implementar a matriz F
como um controlador em malha fechada e´ a robustez deste controlador. O crite´rio de robustez que
interessa nesta tese esta´ relacionado com a variac¸a˜o dos tempos de viagem di j em relac¸a˜o aos valores
nominais para di j que garantem a (A,B)-invariaˆncia do sistema.
6.3.2 Robustez do Controlador
O resultado da proposta de modelagem e controle apresentada na sec¸a˜o 6.2 e´ um conjunto de
estados iniciais dado pelo semimo´dulo K ↑ que garante uma especificac¸a˜o para o sistema, e matrizes
de controle F que garantem a (A,B)-invariaˆncia para o sistema controlado com realimentac¸a˜o de
estados. O ca´lculo de K ↑ e F e´ realizado com valores nominais para os tempos semafo´ricos e tempos
de viagem di j. Entretanto, sabe-se que quando se aplica a matriz F em um sistema real e´ possı´vel
encontrar valores para di j que diferem dos valores nominais. Para garantir que o controlador F e´
robusto e´ necessa´rio encontrar limites para di j de modo que F continue garantindo a (A,B)-invariaˆncia
para o sistema, ou seja, que o sistema evolua obedecendo a especificac¸a˜o desejada.
Neste trabalho a determinac¸a˜o dos limites para di j e´ obtida pelo teste exaustivo da condic¸a˜o
(A⊕BF)K ↑ ⊂ K ↑. Esta condic¸a˜o garante que o conjunto de estados iniciais K ↑ calculado para
o sistema definido pela equac¸a˜o (5.14) e´ algebricamente (A,B)-invariante. Em outras palavras, a
condic¸a˜o testa se a aplicac¸a˜o do controlador F em um sistema realimentado, com estado incial x(0) ∈
K ↑ vai sempre evoluir para um estado onde as restric¸o˜es definidas para K ↑ sa˜o satisfeitas, ou seja, a
especificac¸a˜o nunca falha.
Sejam A uma matriz n×n, B uma matriz n×r, F uma matriz de controle r×n, S uma matriz n× p
com um conjunto de estados iniciais e M uma matriz n×n onde mi j = 1 se existe uma ligac¸a˜o entre as
intersec¸o˜es i e j (mi j = ε caso contra´rio). O algoritmo apresentado a seguir mostra um procedimento
para calcular limites para di j que garantem a (A,B)-invariaˆncia para o sistema, e seus paraˆmetros de
entrada sa˜o as matrizes A,B,F,S e M.
procedure LIMITS (A,B,F,S,M)
Aux← A;
i← 1;
t ← true;
for j = 1 : n do ⊲ busca por entradas mi j = 1 em M
for k = 1 : n do
if M[ j,k] = 1 then
w(i)← A[ j,k]; ⊲ coloca ai j = di j em w
y(i)← j; ⊲ salva os ı´ndices de A
z(i)← k;
i← i⊗1;
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while t do
for l = 1 : i do
w(l)← w(l)⊗1; ⊲ incrementa w por 1
Aux[y(l),z(l)]← w(l); ⊲ atualiza Aux
t ← includespan(S,(Aux⊕BF )S) ⊲ realiza o teste
for l = 1 : i do
return w(l)⊗ (−1)
end procedure
No procedimento apresentado as entradas ai j = di j da matriz A sa˜o incrementadas em uma uni-
dade ate´ o momento em que o teste falha, e neste momento encontra-se o limite dmaxi j para di j que
garante a (A,B)-invariaˆncia. Uma matriz auxiliar e´ utilizada para realizar a operac¸a˜o, a matriz Aux
que e´ inicializada com A, e suas entradas correspondem aos tempos de viagem que sa˜o incrementa-
dos. O procedimento que implementa o teste (A⊕BF)K ↑ ⊂K ↑ e´ chamado includespan e faz parte
do Maxplus Toolbox para o Scilab.
Ale´m disso, resultados de simulac¸a˜o mostram que o teste tambe´m na˜o falha para os tempos de
viagem dentro do intervalo 0 ≤ di j ≤ dmaxi j . Ou seja, os valores de di j dentro do intervalo tambe´m
garantem que as restric¸o˜es sejam satisfeitas.
Para os casos onde o tempo de viagem e´ maior que o valor dmaxi j calculado, e´ possı´vel encontrar
uma de duas situac¸o˜es:
1. Encontra-se um conjunto de estados iniciais K ′ ⊂ K ↑ algebricamente (A,B)-invariante, e uma
matriz de controle F ′ correspondente.
2. Encontra-se um conjunto de estados iniciais K ′ ⊆K ↑ que e´ geometricamente (A,B)-invariante
mas na˜o algebricamente (A,B)-invariante, ou seja, na˜o e´ possı´vel calcular uma matriz de con-
trole F .
Aplicando o algoritmo proposto no exemplo da sec¸a˜o 6.2.2 e´ possı´vel definir os valores limites
para di j que garantam a (A,B)-invariaˆncia. Os valores calculados sa˜o:
• 0≤ d12 = d21 ≤ 40s e 0≤ d23 = d32 ≤ 45s quando o controlador F1 e´ aplicado;
• 0≤ d12 = d21 ≤ 19s e 0≤ d23 = d32 ≤ 24s quando o controlador F2 e´ aplicado.
A sec¸a˜o 6.4 apresentara´ os resultados obtidos atrave´s de diversos experimentos realizados. Os
algoritmos aqui apresentados sa˜o implementados para permitir a utilizac¸a˜o dos modelos max-plus
obtidos em uma simulac¸a˜o de um sistema de tra´fego real.
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6.4 Experimentos
Nesta sec¸a˜o sa˜o apresentados os resultados encontrados quando se aplica uma matriz de controle
F e os estados iniciais K ↑ em um modelo de simulac¸a˜o de tra´fego. O propo´sito e´ verificar se e´ possı´vel
transmitir os resultados dos modelos max-plus encontrados para um modelo de simulac¸a˜o, e observar
o comportamento do sistema controlado com realimentac¸a˜o de estados. Os aspectos relacionados
com a robustez da matriz F tambe´m sa˜o investigados.
6.4.1 Modelo de Tra´fego para Simulac¸a˜o
´E necessa´rio definir um modelo de tra´fego que permita simular as condic¸o˜es de tra´fego e aplicar
a matriz de controle F . O modelo de tra´fego utilizado nesta tese e´ baseado no modelo proposto
por Cervantes [2005]. O modelo de Cervantes [2005] e´ uma simplificac¸a˜o do modelo de tra´fego do
PRODYN [Farges et al., 1983].
Sa˜o considerados instantes de tempo t espac¸ados de um perı´odo ts = t j+1− t j constante, ou seja,
t e´ um tempo de amostra. A evoluc¸a˜o da indicac¸a˜o semafo´rica pode ser descrita atrave´s da seguinte
equac¸a˜o:
vi(t + 1) = ui(t), i = 1,2, · · · , I (6.1)
onde vi(t)∈ {0,1} e´ o esta´gio vigente na intersec¸a˜o i durante o intervalo de tempo (t j, t j+1), sendo que
vi(t) = 0 significa que a indicac¸a˜o semafo´rica esta´ vermelha e vi(t) = 1 que a indicac¸a˜o semafo´rica
esta´ verde. A varia´vel ui(t) ∈ {0,1} e´ o valor do controle a ser aplicado no perı´odo subsequ¨ente, onde
0 e´ a indicac¸a˜o do vermelho e 1 a indicac¸a˜o verde. A varia´vel I indica o nu´mero de intersec¸o˜es do
sistema.
Uma via pode ser definida como um segmento via´rio urbano que liga duas intersec¸o˜es, ale´m de
servir de entrada ou saı´da para uma malha via´ria urbana. As vias sa˜o modelados atrave´s de varia´veis
que caracterizam as suas filas e os veı´culos trafegando em velocidade livre. O modelo de fila adotado
e´ o de fila vertical, e a sua evoluc¸a˜o temporal em uma aproximac¸a˜o ou link (ver Apeˆndice A) e´ dada
pela seguinte equac¸a˜o:
xl(t + 1) = max {0, xl(t)+ al1(t)− sl ml(t)} (6.2)
onde xl(t) e´ a fila formada na linha de parada de uma faixa l, e a varia´vel al1(t) indica o nu´mero de
veı´culos em velocidade livre que trafegam na primeira sec¸a˜o de um link. A taxa me´dia de descarga
da fila e´ dada por sl e e´ considerada conhecida e constante para todos os links. Por fim, ml(t) ∈ {0,1}
indica o controle da faixa l, sendo ml(t) = ui(t) para as arteriais e ml(t) = ui(t) para as transversais
ou secunda´rias. Para o caso das vias de ma˜o dupla existe uma fila vertical para cada direc¸a˜o, onde
cada direc¸a˜o e´ representada por um link.
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Na via de ma˜o dupla da Figura 6.17 e´ possı´vel identificar 2 intersec¸o˜es e 6 aproximac¸o˜es ou links.
Em cada link l, l = 1, · · · ,6 forma-se uma fila vertical que e´ dada pela equac¸a˜o (6.2).
l1
l2
l3
l4
l5
l6
I1 I2
Figura 6.17: Aproximac¸o˜es ou links em via de ma˜o dupla
O modelo de tra´fego para os veı´culos trafegando em velocidade livre ao longo da via e´ um mo-
delo discretizado. A discretizac¸a˜o ocorre atrave´s da criac¸a˜o de sec¸o˜es em uma faixa, onde o tempo
necessa´rio para atravessar uma sec¸a˜o e´ igual a um perı´odo de amostragem ts multiplicado pelo veloci-
dade de cruzeiro (considerada constante). Ou seja, o nu´mero de sec¸o˜es e´ definido atrave´s da seguinte
equac¸a˜o:
N (l) = Ll
vl ts
(6.3)
onde N (l) e´ o nu´mero de sec¸o˜es, Ll e´ o comprimento de cada faixa l, vl e´ a velocidade livre de
percurso e ts e´ o tamanho do perı´odo de amostragem. O nu´mero de sec¸o˜es N (l) e´ definido de tal
forma que passagem de uma sec¸a˜o para a seguinte e´ feita exatamente em um perı´odo amostral, como
mostra a Figura 6.18.
L
a1a2aN · · ·
aN+1
ts
1− r r
Figura 6.18: Sec¸o˜es de uma faixa
As equac¸o˜es que descrevem a ocupac¸a˜o al(t + 1) ao longo das sec¸o˜es de uma faixa sa˜o:
al, j(t + 1) = al, j+1(t) j = 1, · · · ,Nl −1 (6.4)
al,Nl (t + 1) = al,Nl +1(t)+ (1− rl)zl(t) (6.5)
al,Nl +1(t + 1) = rlzl(t) (6.6)
onde zl(t) e´ o fluxo de veı´culos no inı´cio da faixa a montante da intersec¸a˜o. Nl e rl sa˜o, respectiva-
mente, a parte inteira e fraciona´rio de Nl.
O fluxo de veı´culos zl(t) e´ modelado de duas formas. Para as faixas alimentadas por filas a
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montante tem-se as seguintes equac¸o˜es:
zl(t) = ∑
l′∈Ul
pl′l ×min(xl′(t)+ al′,1(t), sl′ml′(t)) (6.7)
onde l′ ∈ Ul sa˜o as faixas pertencentes a Ul , que e´ o conjunto de faixas que alimentam uma
determinada faixa l. A varia´vel pl′l e´ a proporc¸a˜o de veı´culos que convergem das filas para a faixa a
jusante, considerada conhecida e constante.
Para o caso da faixas de entrada, o fluxo zl(t) na˜o e´ calculado atrave´s das equac¸o˜es apresentadas.
Nestes casos zl(t) e´ simplesmente o resultado da contagem veicular.
As pro´ximas sec¸o˜es apresentam os resultados encontrados para a simulac¸a˜o do exemplo de uma
malha de treˆs intersec¸o˜es desenvolvido na sec¸a˜o 6.2.
6.4.2 Algoritmo para Simulac¸a˜o
As simulac¸o˜es realizadas buscam aplicar os resultados dos modelos max-plus das arteriais no
modelo de tra´fego para simulac¸a˜o apresentado na sec¸a˜o anterior, e e´ possı´vel definir um algoritmo
que exprima esta ide´ia.
Simula-se uma via arterial composta por treˆs intersec¸o˜es. A Figura 6.19 apresenta um diagrama
com os links definidos para a arterial.
S1 S2
12d
I1 2I
S3
I 3
d23
l1 l2 l3 l4
S1
S2
S3
l8
l9l7
l5l6
Figura 6.19: Exemplo de treˆs intersec¸o˜es e diagrama de links
´E possı´vel definir uma relac¸a˜o entre os links da arterial com as transic¸o˜es da rede de Petri definida
no modelo max-plus. A rede de Petri para o exemplo e´ apresentada na Figura 6.16. Para encontrar a
relac¸a˜o sa˜o necessa´rias algumas definic¸o˜es:
• os links sa˜o representados pelo vetor l = [l1 l2 l3 l4 l5 l6 l7 l8 l9];
• os controles dos links sa˜o representados pelo vetor m = [ml1 ml2 ml3 ml4 ml5 ml6 ml7 ml8
ml9], onde mli ∈ {0,1}, i = 1 · · ·9. O valor 0 significa que a indicac¸a˜o semafo´rica esta´ vermelha
e 1 significa que a indicac¸a˜o esta´ verde para o link li;
• as transic¸o˜es da rede de Petri sa˜o representadas pelo vetor de estados k = [s11 s12 x11 x12 s21
s22 x21 x22 s31 s32 x31 s32].
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A transic¸a˜o x11 da rede de Petri e´ sensibilizada quando o sema´foro S1 recebe a indicac¸a˜o se-
mafo´rica verde, ou seja, quando a transic¸a˜o s11 e´ sensibilizada. Analisando os vetores apresentados
pode-se relacionar o chaveamento de 0 para 1 em ml1 ∈m com os disparos das transic¸o˜es s11 e x11 na
rede de Petri, e este procedimento tambe´m pode ser feito com as outras transic¸o˜es. Ou seja, e´ possı´vel
identificar no modelo de tra´fego as transic¸o˜es da rede de Petri, permitindo assim a representac¸a˜o dos
modelos max-plus encontrados atrave´s do modelo de tra´fego definido na sec¸a˜o anterior. As seguintes
relac¸o˜es podem ser estabelecidas:
• o link l1 esta´ relacionado com a transic¸a˜o x11 e s11;
• o link l2 esta´ relacionado com a transic¸a˜o x21 e s21;
• o link l3 esta´ relacionado com a transic¸a˜o x31 e s31;
• o link l4 esta´ relacionado com a transic¸a˜o x12 e s31;
• o link l5 esta´ relacionado com a transic¸a˜o x22 e s21;
• o link l6 esta´ relacionado com a transic¸a˜o x32 e s11.
Como e´ possı´vel identificar as transic¸o˜es da rede de Petri e´ possı´vel aplicar os algoritmos definidos
na sec¸a˜o 6.3 para calcular as entradas de controle u da rede de Petri. No caso do modelo de tra´fego
os controles u j, j = 1 · · ·3 sa˜o os instantes de abertura do sinal vermelho dos links, ou seja, sa˜o os
instantes em que os valores dos controles mli ∈ m sa˜o chaveados de 1 para 0, e como o tempo de
vermelho e´ constante e´ possı´vel definir a abertura do sinal verde tambe´m. Deseja-se aplicar o controle
F para calcular os instantes de abertura do vermelho para arterial, e assim garantir que as restric¸o˜es
sera˜o sempre respeitadas. A estrutura de pilha e´ utilizada e a detecc¸a˜o da chegada de um pelota˜o e´
definida pela inspec¸a˜o da evoluc¸a˜o dos veı´culos atrave´s das sec¸o˜es definidas para via. A identificac¸a˜o
do pelota˜o se da´ em dois casos:
• caso exista fila na linha de parada do link li no instante da abertura do verde considera-se que a
transic¸a˜o xi j correspondente na rede de Petri foi sensibilizada;
• caso na˜o exista fila, espera-se a chegada do primeiro veı´culo que partiu da linha de parada do
link a montante, e quando isto acontece armazena-se o instante, o qual corresponde a transic¸a˜o
xi j na rede de Petri.
O algoritmo apresentado a seguir mostra como e´ possı´vel implementar os modelos max-plus
encontrados para o exemplo no modelo de tra´fego para simulac¸a˜o. Os paraˆmetros de entrada do
procedimento sa˜o: um vetor k0 com um estado inicial da rede de Petri, a matriz de controle F , e o
vetor m com a indicac¸a˜o semafo´rica inicial dos links.
procedure SIMULA (k0,F,m)
k(1,1 : 12)← k0;
m(1,1 : 9)← m;
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v(1,1)← k(1,1); ⊲ primeiro vermelho de S1
v(1,2)← k(1,5); ⊲ primeiro vermelho de S2
v(1,3)← k(1,9); ⊲ primeiro vermelho de S3
Tcontrole ← tempo de controle; ⊲ tempo de simulac¸a˜o
r ← tempo de vermelho;
cont ← 0 ⊲ varia´vel auxiliar
for j = 1 : T controle do
if j = v( j,1) then ⊲ abertura do vermelho em S1
atualiza m( j + 1,1 : 9)
atualiza k( j + 1,1 : 12)
if j = v( j,2) then ⊲ abertura do vermelho em S2
atualiza m( j + 1,1 : 9)
atualiza k( j + 1,1 : 12)
if j = v( j,3) then ⊲ abertura do vermelho em S3
atualiza m( j + 1,1 : 9)
atualiza k( j + 1,1 : 12)
if j = v( j,1)+ r then ⊲ abertura do verde em S1
atualiza m( j + 1,1 : 9)
atualiza k( j + 1,1 : 12) ⊲ detecta pelota˜o
if j = v( j,2)+ r then ⊲ abertura do verde em S2
atualiza m( j + 1,1 : 9)
atualiza k( j + 1,1 : 12) ⊲ detecta pelota˜o
if j = v( j,3)+ r then ⊲ abertura do verde em S3
atualiza m( j + 1,1 : 9)
atualiza k( j + 1,1 : 12) ⊲ detecta pelota˜o
if j 6= v( j,1 : 3) ∧ j 6= v( j,1 : 3)+ r then
m( j + 1,1 : 9)← m( j,1 : 9) ⊲ na˜o altera m
k( j + 1,1 : 12)← k( j,1 : 12) ⊲ na˜o altera k
for i = 1 : 9 do
Calcular a gerac¸a˜o dos fluxos z( j + 1, i) para cada link
for n = 1 : N do ⊲ N e´ o total de sec¸o˜es do link
Calcular a evoluc¸a˜o a( j + 1,n) dos veı´culos atrave´s das sec¸o˜es
Calcular a fila x( j + 1, i) para cada link
for y = 1 : 12 do ⊲ Ca´lculo do controle u(k)
if k( j,y) == j + 1 ∧ cont < 12 then
cont = cont + 1
if cont == 12 then ⊲ ja´ detectou todos os disparos de uma iterac¸a˜o
for i = 1 : 12 do
u1 = max{F(1, i)+ k( j, i)}
u2 = max{F(2, i)+ k( j, i)}
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u3 = max{F(3, i)+ k( j, i)}
v( j + 1,1)← u1 ⊲ pro´ximo vermelho de S1
v( j + 1,2)← u2 ⊲ pro´ximo vermelho de S2
v( j + 1,3)← u3 ⊲ pro´ximo vermelho de S3
cont ← 0
Atualiza as entradas de k( j + 1) correspondentes as aberturas de verde e vermelho
return x,a,m,k
end procedure
O algoritmo permite gerar gra´ficos que mostram a evoluc¸a˜o al dos veı´culos ao longo dos l links, as
filas xl nos links, bem como as trocas semafo´ricas armazenadas na matriz m. Como todas as iterac¸o˜es
da rede de Petri sa˜o armazenadas nos vetores k e´ possı´vel plotar gra´ficos para verificar se as restric¸o˜es
foram violadas em algum momento da simulac¸a˜o. As sec¸o˜es seguintes apresentam as simulac¸o˜es que
foram realizadas para o exemplo da sec¸a˜o 6.2.2, sendo que todos os programas foram implementados
no MATLAB.
6.4.3 Simulac¸a˜o 1
Os dados relativos a` primeira simulac¸a˜o sa˜o:
• estado inicial: k0 = [1 66 1 1 6 71 6 6 41 101 41 41]T , sendo k0 = K↑(1 : 12)−30 (todos
os elementos da primeira coluna de K↑ descontados de 30 unidades) e k0 ∈ K ↑;
• tempo de amostra de 1 segundo;
• tempo de controle de 500 segundos;
• matriz de controle:
F2 =

 129 85 129 129 129 85 129 129 89 45 89 89124 80 124 124 129 85 129 129 89 45 85 85
89 45 89 89 94 50 94 94 129 85 129 129


• fluxo de entrada de veı´culos nos links l1 e l4: z = 0.2 veic/s, constante no tempo;
• fluxo de saturac¸a˜o: s = 0.5 veic/s.
Os gra´ficos gerados pela simulac¸a˜o apresentam treˆs curvas relativas aos links das arteriais: a
indicac¸a˜o semafo´rica ao longo do tempo mi(t), a chegada de veı´culos na sec¸a˜o situada na linha de
parada de cada link ai1(t) e a fila xi(t) formada na linha de parada de cada link, sendo i = 1, · · · ,9 o
ı´ndice dos links.
O gra´fico apresentado na Figura 6.20 apresenta as curvas geradas para o link l1. O link l1 e´ uma
entrada na arterial, logo o fluxo veicular z(t) e´ constante e igual a 0.2 veic/s. ´E possı´vel perceber
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que nos instantes onde o sema´foro esta´ com indicac¸a˜o semafo´rica vermelha (valor 0) o fluxo veicular
que chega forma uma fila vertical na linha de parada de l1. Quando o sema´foro recebe sinal verde a
fila e´ esgotada e torna-se nula ate´ o pro´ximo sinal vermelho. O conjunto de veı´culos que parte de l1
representa um pelota˜o em direc¸a˜o ao link l2.
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Figura 6.20: Evoluc¸a˜o das filas x1(t) em func¸a˜o das chegadas a11(t) e da sinalizac¸a˜o m1(t)
Os gra´ficos das Figuras 6.21 e 6.22 apresentam as curvas geradas para os links l2 e l3. Percebe-
se que nem todos os veı´culos que partem de l1 conseguem cruzar o link l2 no mesmo ciclo, mas o
pelota˜o com 0.5 veic/s passa completamente por l2. Existe um conjunto de veı´culos que encontram
o sema´foro S2 com o sinal vermelho, e portanto uma fila e´ formada em l2. Como existe formac¸a˜o de
fila em l2 o fluxo veicular quando o sema´foro recebe indicac¸a˜o verde e´ o fluxo de saturac¸a˜o, e este
fluxo permanece ate´ o momento que a fila e´ esgotada. A partir deste momento os veı´culos trafegam
segundo o fluxo de entrada.
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Figura 6.21: Evoluc¸a˜o das filas x2(t) em func¸a˜o das chegadas a21(t) e da sinalizac¸a˜o m2(t)
Analisando as curvas do link l3 observa-se duas chegadas distintas de grupos de veı´culos. ´E
possı´vel detectar claramente o pelota˜o que partiu de l2, e ale´m disso um pequeno grupo de veı´culos.
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Este grupo e´ formado pelos veı´culos que na˜o conseguiram atravessar o link l2. Como os dois grupos
de veı´culos chegam em l3 durante o tempo de vermelho a fila que e´ formada neste link e´ maior que a
formada no link l2. Neste caso o pelota˜o com 0.5 veic/s que partiu de l2 chega no final do vermelho.
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Figura 6.22: Evoluc¸a˜o das filas x3(t) em func¸a˜o das chegadas a31(t) e da sinalizac¸a˜o m3(t)
As Figuras 6.23, 6.24 e 6.25 apresentam as curvas geradas para os links l4, l5 e l6, respectiva-
mente, onde l4 e´ o link de entrada nesta direc¸a˜o da via. Percebe-se um comportamento semelhante
ao explicado para os links l1, l2 e l3 so´ que agora em l6 passa todo o pelota˜o. As curvas geradas
para os links que representam as vias transversais na˜o sa˜o apresentados pois o foco deste trabalho e´ o
comportamento da arterial.
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Figura 6.23: Evoluc¸a˜o das filas x4(t) em func¸a˜o das chegadas a41(t) e da sinalizac¸a˜o m4(t)
O comportamento ideal do sistema e´ aquele onde todos os peloto˜es que partem de l1 ou l4 encon-
tram todos os sema´foros da arterial com a indicac¸a˜o verde, ou seja, na˜o precisam parar em uma fila.
Analisando os gra´ficos apresentados percebe-se que esta situac¸a˜o na˜o acontece, entretanto e´ possı´vel
encontrar uma banda de verde para o exemplo desenvolvido. A Figura 6.26 apresenta as bandas gera-
das para ambas as direc¸o˜es da arterial. As linhas horizontais indicam o tempo de vermelho ao longo
dos ciclos e as diagonais as bandas encontradas em ambos os sentidos da arterial.
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Figura 6.24: Evoluc¸a˜o das filas x5(t) em func¸a˜o das chegadas a51(t) e da sinalizac¸a˜o m5(t)
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Figura 6.25: Evoluc¸a˜o das filas x6(t) em func¸a˜o das chegadas a61(t) e da sinalizac¸a˜o m6(t)
Os veı´culos que partem de l1 dentro da banda de verde va˜o encontrar os sema´foros S2 e S3 com a
indicac¸a˜o semafo´rica verde. O mesmo raciocı´nio vale para os veı´culos que partem de l4. Os veı´culos
que trafegam fora da banda definida sa˜o os veı´culos que contribuem para a formac¸a˜o das filas que
foram apresentadas nas curvas dos links, ou seja, sa˜o aqueles que encontram um sema´foro com a
indicac¸a˜o vermelha ao longo da sua trajeto´ria. O comprimento das bandas encontradas foram: no
sentido I1 → I3 uma banda de 45 segundos e no sentido I3 → I1 uma banda de 40 segundos. Aplicando
o algoritmo de banda ma´xima desenvolvido por Carlson [2006] (uma aplicac¸a˜o do me´todo de Morgan
e Little [1964]) o valor da banda encontrada, utilizando os mesmos valores de tempo de ciclo e tempo
de vermelho, foi 43 segundos em ambos os sentidos da arterial. O objetivo do me´todo proposto nesta
tese na˜o e´ obter a banda ma´xima, entretanto, neste caso os resultados encontrados ficaram pro´ximos
do resultado o´timo.
O algoritmo de simulac¸a˜o desenvolvido permite gerar gra´ficos que mostram se as restric¸o˜es de-
finidas para gerar o conjunto de estados iniciais K ↑ sa˜o sempre respeitadas. Como ja´ foi citado
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Figura 6.26: Banda de verde gerada – Simulac¸a˜o 1
anteriormente as restric¸o˜es podem ser divididas em quatro grupos:
• grupo 1: restric¸o˜es que garantem que um pelota˜o so´ cruza uma intersec¸a˜o com o sinal verde;
• grupo 2: restric¸o˜es que garantem que os tempos de verde sa˜o suficientes para absorver um
pelota˜o;
• grupo 3: restric¸o˜es que definem um valor ma´ximo para o tempo de verde;
• grupo 4: restric¸o˜es que definem um valor ma´ximo para o offset.
A Tabela 6.10 apresenta os valores encontrados para cada restric¸a˜o durante a simulac¸a˜o. As
inequac¸o˜es apresentadas na primeira coluna da tabela representam os quatro grupos de restric¸o˜es que
definem a especificac¸a˜o K . As outras colunas apresentam os resultados encontrados para k iterac¸o˜es,
onde k = 1, · · · ,5.
A ana´lise dos valores encontrados revela que os limites definidos pelas restric¸o˜es nunca foram
ultrapassados, o que garante que as restric¸o˜es sa˜o sempre respeitadas. Entretanto, uma questa˜o que
pode ser levantada quando se analisa o conjunto de restric¸o˜es do grupo 2 e´ o fato dos peloto˜es for-
mados nos links l1 e l4 na˜o conseguirem atravessar a via sem serem interceptados, ou seja, sempre
existem alguns veı´culos que encontram o sema´foro vermelho, e isto poderia ser interpetrado como
uma violac¸a˜o das restric¸o˜es. Na verdade a restric¸a˜o e´ respeitada pois ela foi definida com o tempo de
absorc¸a˜o igual ao tempo mı´nimo de verde (44 segundos).
Os resultados encontrados nesta simulac¸a˜o foram satisfato´rios pois mostram que e´ possı´vel simu-
lar em um modelo de tra´fego os modelos max-plus obtidos para o exemplo explorado. Utiliza-se como
estado inicial da rede um estado encontrado no modelo max-plus, e verifica-se que a especificac¸a˜o
definida e´ sempre garantida.
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Restric¸o˜es k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5
s11(k)− x11(k)≤ 0 0 0 0 0 0
s11(k)− x12(k)≤ 0 −20 −15 −15 −15 −15
s21(k)− x21(k)≤ 0 −10 −15 −15 −15 −15
s21(k)− x22(k)≤ 0 0 0 0 0 0
s31(k)− x31(k)≤ 0 0 0 0 0 0
s31(k)− x32(k)≤ 0 0 0 0 0 0
x11(k)− s12(k)≤−44 −70 −65 −65 −65 −65
x12(k)− s12(k)≤−44 −50 −50 −50 −50 −50
x21(k)− s22(k)≤−44 −55 −50 −50 −50 −50
x22(k)− s22(k)≤−44 −65 −65 −65 −65 −65
x31(k)− s32(k)≤−44 −65 −65 −65 −65 −65
x32(k)− s32(k)≤−44 −65 −65 −65 −65 −65
s11(k)− s21(k)≤ 5 −5 0 0 0 0
s21(k)− s11(k)≤ 5 5 0 0 0 0
s21(k)− s31(k)≤ 40 −40 −40 −40 −40 −40
x31(k)− s21(k)≤ 40 40 40 40 40 40
s12(k)− s11(k)≤ 70 70 65 65 65 65
s22(k)− s21(k)≤ 65 65 65 65 65 65
x32(k)− s31(k)≤ 70 65 65 65 65 65
Tabela 6.10: Resultados encontrados para as restric¸o˜es – Simulac¸a˜o 1
A pro´xima sec¸a˜o apresentara´ uma variac¸a˜o da simulac¸a˜o aqui desenvolvida. O estado inicial do
sistema sera´ um estado que pertence a K (a especificac¸a˜o definida para o sistema) mas na˜o pertence
a K ↑, que e´ o conjunto de estados iniciais (A,B)-invariante.
6.4.4 Simulac¸a˜o 2
Os dados utilizados para esta simulac¸a˜o sa˜o os mesmos utilizados na simulac¸a˜o 1, com excec¸a˜o
do estado inicial:
• k0 = [1 66 1 1 6 71 6 6 41 101 41 41]T , sendo que k0 ∈ K mas k0 6∈K ↑.
O semimo´dulo K ↑ e´ gerado a partir de K , sendo que K e´ obtido atrave´s das restric¸o˜es, sendo que
quando K ↑ ( K existem alguns estados que violam alguma restric¸a˜o durante a evoluc¸a˜o do sistema.
O objetivo desta simulac¸a˜o e´ utilizar um estado k0 6∈ K ↑ e ver se e´ possı´vel atrave´s do modelo de
tra´fego detectar quando uma restric¸a˜o e´ violada. A Tabela 6.11 apresenta os resultados encontrados
para os quatro grupos de restric¸o˜es.
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Restric¸o˜es k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5
s11(k)− x11(k)≤ 0 0 0 0 0 0
s11(k)− x12(k)≤ 0 −21 −16 −16 −16 −16
s21(k)− x21(k)≤ 0 −11 −16 −16 −16 −16
s21(k)− x22(k)≤ 0 0 −1 0 0 0
s31(k)− x31(k)≤ 0 −2 0 −1 −1 −1
s31(k)− x32(k)≤ 0 0 0 0 0 0
x11(k)− s12(k)≤−44 −44 −96 −65 −65 −65
x12(k)− s12(k)≤−44 −44 −75 −49 −49 −49
x21(k)− s22(k)≤−44 −44 −80 −49 −49 −49
x22(k)− s22(k)≤−44 −44 −90 −65 −65 −65
x31(k)− s32(k)≤−44 −68 −65 −64 −64 −64
x32(k)− s32(k)≤−44 −70 −65 −65 −65 −65
s11(k)− s21(k)≤ 5 −5 −5 0 0 0
s21(k)− s11(k)≤ 5 5 5 0 0 0
s21(k)− s31(k)≤ 40 −40 −66 −40 −40 −40
x31(k)− s21(k)≤ 40 40 66 40 40 40
s12(k)− s11(k)≤ 70 44 96 65 65 65
s22(k)− s21(k)≤ 65 44 91 65 65 65
x32(k)− s31(k)≤ 70 70 65 65 65 65
Tabela 6.11: Resultados encontrados para as restric¸o˜es – Simulac¸a˜o 2
As restric¸o˜es dos grupos 1 e 2 sa˜o sempre respeitadas,o problema acontece nas restric¸o˜es definidas
nos grupos 3 e 4. Os valores apresentados na Tabela 6.11 para restric¸a˜o s31(k)− s21(k)≤ 40 mostram
que o valor ma´ximo definido parao offset foi violado. O valor encontrado na simulac¸a˜o foi um offset
de 66 segundos, sendo que o valor ma´ximo desejado e´ 40 segundos.
A restric¸a˜o s22(k)− s21(k)≤ 65, que define um valor ma´ximo para o tempo de verde no sema´foro
S2 tambe´m na˜o e´ respeitada, e o mesmo acontece com a restric¸a˜o s12(k)− s11(k) ≤ 70. Os valores
grifados na Tabela 6.11 indicam os valores que violam as restric¸o˜es.
6.4.5 Simulac¸a˜o 3
Na sec¸a˜o 6.3 foi abordada uma questa˜o importante que deve ser considerada quando se deseja
aplicar o controle F em um sistema real: a robustez do controlador em relac¸a˜o aos tempos de viagem
di j. Os valores ma´ximos para di j que garantem a (A,B)-invariaˆncia para o exemplo desenvolvido ate´
o momento sa˜o d12 = d23 = 40 segundos e d23 = d32 = 45 segundos, ou seja, caso os veı´culos gastem
mais tempo para atravessar uma via alguma restric¸a˜o pode ser violada.
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O objetivo desta simulac¸a˜o e´ ver como o sistema se comporta quando se utilizam valores para
di j superiores aos valores ma´ximos. Os dados utilizados sa˜o exatamente os mesmos utilizados na
simulac¸a˜o 1, inclusive o estado inicial. Os tempos de viagem utilizados sa˜o: d12 = d23 = 28 e d12 =
d23 = 48. O artifı´cio utilizado para representar o aumento do tempo de viagem di j e´ o incremento
do nu´mero de sec¸o˜es nas vias. O nu´mero de sec¸o˜es e´ definido com base na velocidade de percurso,
e aumentar o tempo de viagem e´ o mesmo que afirmar que a velocidade que os veı´culos trafegam
diminui.
A Tabela 6.12 apresenta os valores encontrados para as restric¸o˜es quando o tempo de viagem di j
e´ maior que dmaxi j .
Restric¸o˜es k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5
x11(k)− s12(k)≤−44 −70 −68 −65 −65 −65
x12(k)− s12(k)≤−44 −70 −68 −65 −65 −65
x21(k)− s22(k)≤−44 −65 −68 −65 −65 −65
x22(k)− s22(k)≤−44 −41 −65 −65 −65 −65
x31(k)− s32(k)≤−44 −65 −65 −65 −65 −65
x32(k)− s32(k)≤−44 −65 −65 −65 −65 −65
s11(k)− s21(k)≤ 5 −5 0 0 0 0
s21(k)− s11(k)≤ 5 5 0 0 0 0
s21(k)− s31(k)≤ 40 −40 −40 −37 −37 −37
x31(k)− s21(k)≤ 40 40 40 37 37 37
s12(k)− s11(k)≤ 70 70 65 65 65 65
s22(k)− s21(k)≤ 65 65 65 65 65 65
x32(k)− s31(k)≤ 70 65 65 65 65 65
s11(k)− x11(k)≤ 0 0 0 0 0 0
s11(k)− x12(k)≤ 0 0 0 0 0 0
s21(k)− x21(k)≤ 0 0 0 0 0 0
s21(k)− x22(k)≤ 0 −24 −3 0 0 0
s31(k)− x31(k)≤ 0 0 0 0 0 0
s31(k)− x32(k)≤ 0 0 0 0 0 0
Tabela 6.12: Resultados encontrados para as restric¸o˜es – Simulac¸a˜o 3
´E possı´vel perceber que a restric¸a˜o x22(k)− s22(k)≤−44 pertencente ao grupo 2 e´ violada, e isto
acontece porque o tempo de verde na˜o foi suficiente para absorver um pelota˜o, e isto aconteceu porque
ele se deslocou com uma velocidade inferior a` mı´nima, que e´ a utilizada para definir a especificac¸a˜o.
As restric¸o˜es do grupo 3 sa˜o sempre respeitadas. Entretanto, o mesmo na˜o acontece com as
restric¸o˜es do grupo 4, onde a restric¸a˜o s22(k)− s21(k)≤ 65 encontra um valor para o tempo de verde
superior ao limite especificado.
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Na sec¸a˜o 6.3 afirma-se que para o caso onde di j ultrapasse o valor ma´ximo e´ possı´vel encontrar
uma de duas situac¸o˜es: K ′ ⊂ K ↑ e uma matriz de controle F ′, ou K ′ ⊆ K ↑ onde na˜o e´ possı´vel
encontrar uma matriz de controle F ′. Para obter K ′ ⊂ K ↑ utiliza-se os valores di j > dmaxi j como
valores nominais para os tempos de viagem. O comportamento do sistema para este novo conjunto
de estados iniciais e´ analisado na pro´xima sec¸a˜o.
6.4.6 Simulac¸a˜o 4
A simulac¸a˜o 3 apresentou os resultados obtidos quando se utiliza um tempo de viagem di j > dmaxi j ,
onde se confirma que a especificac¸a˜o na˜o e´ respeitada. O objetivo desta simulac¸a˜o e´ encontrar um
novo conjunto de estados iniciais K ′ ⊂K ↑, ou seja, os valores nominais que sa˜o utilizados na matriz
A que define o sistema sa˜o modificados. As restric¸o˜es na˜o sa˜o alteradas, pois justamente se pretende
comprovar que e´ possı´vel encontrar um conjunto de estados inciciais K ′ ⊂ K ↑. O processo para
encontrar K ′ e´ o mesmo desenvolvido na sec¸a˜o 6.2.2.
O novo conjunto de estados iniciais calculado e´ apresentado na matriz da Tabela 6.13. As linhas
da matriz sa˜o geradoras ou base para o semimo´dulo K ′ = ImK′
205 55 29 27 184 210 35 210 210 194 205 205
270 120 94 74 228 280 100 280 280 238 270 270
205 55 29 27 184 210 35 236 210 194 205 205
205 55 29 27 184 236 35 210 210 194 205 205
210 60 34 32 189 210 40 210 210 189 210 210
275 125 99 79 233 275 105 275 275 233 275 275
210 60 34 32 189 210 40 210 210 189 231 210
210 60 34 32 189 210 40 210 210 189 210 231
170 95 69 72 149 170 72 170 170 149 170 170
235 165 139 116 193 235 142 235 235 193 235 235
170 95 95 72 149 170 72 170 170 149 170 170
170 95 69 72 149 170 98 170 170 149 170 170
Tabela 6.13: Matriz com conjunto de estados iniciais K′
As novas matrizes de controle calculadas sa˜o:
F1 =

 129 85 129 129 129 85 129 129 92 45 89 92124 80 124 124 129 85 129 129 92 45 89 92
89 45 89 89 94 50 94 94 132 85 129 132


F2 =

 129 85 129 129 127 83 127 127 90 43 87 90124 80 124 124 129 85 129 129 92 45 89 92
87 43 87 87 92 48 92 92 132 85 129 132


A matriz de controle utilizada no algoritmo de simulac¸a˜o foi F2, tendo como estado inicial o
seguinte k0:
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• k0 = [1 48 1 1 6 53 6 6 46 90 46 46]T , sendo k0 = K′(1 : 12,4)− 26, ou seja, todos os
elementos da quarta coluna de K′ descontados de 26 unidades.
As curvas geradas para os links l1, l2 e l3 sa˜o apresentadas nas Figuras 6.27, 6.28 e 6.29. Assim
como aconteceu na simulac¸a˜o 1 e´ possı´vel ver a formac¸a˜o de filas nas linhas de parada sempre que
um pelota˜o completo formado em l1 na˜o consegue atravessar os links l2 e l3.
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Figura 6.27: Nova evoluc¸a˜o das filas x1(t) em func¸a˜o das chegadas a11(t) e da sinalizac¸a˜o m1(t)
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Figura 6.28: Nova evoluc¸a˜o das filas x2(t) em func¸a˜o das chegadas a21(t) e da sinalizac¸a˜o m2(t)
As Figuras 6.30, 6.31 e 6.32 apresentam as curvas geradas para os links l4, l5 e l6. ´E possı´vel
perceber que a chegada de um pelota˜o em l6 ocorre um ciclo mais tarde que na simulac¸a˜o 1, e isto se
deve justamente ao fato do primeiro pelota˜o formado em l4 demorar mais tempo para atravessar a via.
As bandas de verde encontradas nesta simulac¸a˜o sa˜o inferiores a`s calculadas na simulac¸a˜o 1. Na
direc¸a˜o I1 → I3 a banda verde e´ de 29 segundos e na direc¸a˜o I3 → I1 a banda e´ de 32 segundos. O
gra´fico da Figura 6.33 apresenta as bandas calculadas.
Os quatro grupos de restric¸o˜es sempre sa˜o garantidos, como pode ser percebido na Tabela 6.14.
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Figura 6.29: Nova evoluc¸a˜o das filas x3(t) em func¸a˜o das chegadas a31(t) e da sinalizac¸a˜o m3(t)
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Figura 6.30: Nova evoluc¸a˜o das filas x4(t) em func¸a˜o das chegadas a41(t) e da sinalizac¸a˜o m4(t)
Os resultados apresentados comprovam que mesmo para os veı´culos trafegando em velocidade
inferior a utilizada para definir a especificac¸a˜o K e´ possı´vel encontrar um conjunto de estados ini-
ciais que vai garantir a (A,B)-invariaˆncia do sistema. Mesmo as matrizes K↑ e K′ tendo as mesmas
dimenso˜es, o semimo´dulo K ′ e´ menor que o semimo´dulo K ↑, e isto pode ser comprovado utilizando
a func¸a˜o includespan implementada no Scilab.
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Figura 6.31: Nova evoluc¸a˜o das filas x5(t) em func¸a˜o das chegadas a51(t) e da sinalizac¸a˜o m5(t)
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Figura 6.32: Nova evoluc¸a˜o das filas x6(t) em func¸a˜o das chegadas a61(t) e da sinalizac¸a˜o m6(t)
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Figura 6.33: Banda de verde gerada – Simulac¸a˜o 4
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Restric¸o˜es k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5
s11(k)− x11(k)≤ 0 0 0 0 0 0
s11(k)− x12(k)≤ 0 0 0 0 0 0
s21(k)− x21(k)≤ 0 0 0 0 0 0
s21(k)− x22(k)≤ 0 0 0 0 −3 −3
s31(k)− x31(k)≤ 0 0 −11 −8 −8 −8
s31(k)− x32(k)≤ 0 0 0 0 0 0
x11(k)− s12(k)≤−44 −47 −70 −65 −65 −65
x12(k)− s12(k)≤−44 −47 −70 −65 −65 −65
x21(k)− s22(k)≤−44 −47 −65 −65 −65 −65
x22(k)− s22(k)≤−44 −47 −65 −65 −62 −62
x31(k)− s32(k)≤−44 −44 −57 −57 −57 −57
x32(k)− s32(k)≤−44 −44 −68 −65 −65 −65
s11(k)− s21(k)≤ 5 −5 −5 0 0 0
s21(k)− s11(k)≤ 5 5 5 0 0 0
s21(k)− s31(k)≤ 40 −40 −37 −40 −40 −40
x31(k)− s21(k)≤ 40 40 37 40 40 40
s12(k)− s11(k)≤ 70 47 70 65 65 65
s22(k)− s21(k)≤ 65 47 65 65 65 65
x32(k)− s31(k)≤ 70 44 68 65 65 65
Tabela 6.14: Resultados encontrados para as restric¸o˜es – Simulac¸a˜o 4
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6.5 Conclusa˜o
Ao longo deste capı´tulo pesquisou-se a aplicac¸a˜o da a´lgebra max-plus e o uso de semimo´dulos
(A,B)-invariantes para modelar e controlar sistemas de tra´fego urbano. Os objetos de estudo foram as
vias arteriais semaforizadas, onde existe uma grande necessidade de sincronizac¸a˜o.
A metodologia apresentada e´ definida para um sistema mı´nimo composto de duas intersec¸o˜es.
Conforme mostrado na sec¸a˜o 6.2.1 o modelo pode ser estendido de maneira natural para uma arterial
composta de n intersec¸o˜es. O controle do sistema e´ projetado com base em um grupo de restric¸o˜es
que garantem o bom funcionamento do sistema, e foram definidas de tal maneira que a definic¸a˜o
destas restric¸o˜es e´ sempre igual, independente do nu´mero de intersec¸o˜es da via arterial.
A modelagem das vias arteriais semaforizadas e´ realizada utilizando uma classe das redes de
Petri, os grafos a eventos temporizados (GET), que ale´m de possuir representac¸a˜o gra´fica possui uma
representac¸a˜o atrave´s de equac¸o˜es max-plus lineares. ´E possı´vel observar que o GET que modela
a conexa˜o da via com o sema´foro garante a restric¸a˜o que diz que um pelota˜o so´ pode cruzar uma
intersec¸a˜o com o sema´foro em verde, entretanto, e´ importante explicita´-la para garantir que o grafo
de precedeˆncia que representa o conjunto de restric¸o˜es seja fortemente conexo. O controle obtido
aplica uma realimentac¸a˜o de estados na rede de Petri obtida. O me´todo proposto por Katz [2007], que
estende o conceito de (A,B)-invariaˆncia aos dio´ides max-plus, e´ utilizado com sucesso para calcular
a matriz que implementa o controle.
O resultado da abordagem proposta neste capı´tulo e´ um conjunto de estados iniciais para o sistema
que garantem que um conjunto de restric¸o˜es operacionais e de coordenac¸a˜o, ale´m disso, tempos de
verde e vermelho para um sistema em regime permanente tambe´m sa˜o calculados. A sec¸a˜o 6.2.2
apresenta os resultados encontrados para um exemplo composto de treˆs intersec¸o˜es. Outros resultados
podem ser encontrados em Garcia et al. [2007], Garcia et al. [2006a] e Garcia et al. [2006b].
Na sec¸a˜o 6.3 sa˜o discutidos alguns pontos importantes para implementar os resultados obtidos no
modelo max-plus em um sistema real. O principal ponto e´ a robustez do controlador, sendo que nesta
tese o crite´rio de robustez que interessa esta´ relacionado com a variac¸a˜o dos tempos de viagem di j em
relac¸a˜o aos valores nominais utilizados para encontrar o conjunto de estados iniciais (A,B)-invariante.
´E apresentado um algoritmo para encontrar os limites dmaxi j para os tempos de viagem que garantem a
(A,B)-invariaˆncia. Ale´m disso, resultados de simulac¸a˜o mostram que a (A,B)-invariaˆncia e´ garantida
dentro do intervalo 0≤ di j ≤ dmaxi j . Existe a perspectiva de provar formalmente esta afirmac¸a˜o.
Um modelo de simulac¸a˜o de tra´fego e´ apresentado com o intuito de utilizar os resultados do
modelo max-plus e verificar a possibilidade da aplicac¸a˜o dos resultados obtidos em um sistema real.
Os resultados obtidos atrave´s de diversas simulac¸o˜es comprovam que e´ possı´vel definir uma relac¸a˜o
entre o modelo desenvolvido atrave´s de uma de rede de Petri e o modelo de tra´fego para simulac¸a˜o.
Ale´m disso, utiliza-se a matriz de controle calculada como um controlador que define os instantes de
disparo dos sinais de verde no sistema real. Os resultados obtidos permitem a gerac¸a˜o de gra´ficos
que ilustram a evoluc¸a˜o do tra´fego ao longo da via arterial e a verificac¸a˜o da garantia das restric¸o˜es
definidas no modelo max-plus.
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O objetivo de propor uma metodologia onde existe uma descric¸a˜o explı´cita dos eventos que ocor-
rem no sistema foi atingido. ´E possı´vel identificar separadamente os eventos relacionados com a
passagem dos peloto˜es na via e os eventos relacionados com as trocas semafo´ricas, e isto e´ possı´vel
devido ao fato de construir o modelo global do sistema a partir de modelos individuais da via e do
sema´foro. Ale´m disso, o controle desejado tambe´m e´ definido de maneira explı´cita e sistema´tica,
atrave´s dos conjuntos de restric¸o˜es definidos na sec¸a˜o 6.2. A dificuldade encontrada ao utilizar esta
metodologia esta´ no ca´lculo do conjunto de estados iniciais K ↑, devido a sua complexidade compu-
tacional alta, entretanto, soluc¸o˜es para diminuir a complexidade do ca´lculo de K ↑ continuam sendo
investigadas.
Capı´tulo 7
Concluso˜es
7.1 Revisa˜o dos Objetivos
Conforme apresentado no Capı´tulo 1 um aspecto importante do funcionamento do sistema de
tra´fego urbano veicular urbano e´ a coordenac¸a˜o semafo´rica entre intersec¸o˜es adjacentes. Diz-se ainda
que os sistemas de tra´fego urbano podem ser modelados como sistemas hı´bridos ou puramente dis-
cretos, gerando duas questo˜es que serviram de motivac¸a˜o para a tese: (i) os resultados obtidos para
modelagem, ana´lise e controle de sistemas a eventos discretos (SEDs) e hı´bridos (SHs) podem ser
aplicados aos sistemas de tra´fego?; e (ii) os formalismos utilizados para SEDs e SHs sa˜o mais ade-
quados que os disponı´veis para tratar o problema de modelagem e controle de sistemas de tra´fego
urbano?
Para encontrar respostas para estas perguntas foram definidos dois objetivos para a tese:
1. Desenvolver uma proposta de modelagem para os sistemas de tra´fego urbano baseado na teoria
de sistemas hı´bridos, onde os modelos permitem realizar ana´lise do sistema por simulac¸a˜o e
verificac¸a˜o de propriedades.
2. Resolver o problema de modelagem e sı´ntese de controle com sincronizac¸a˜o semafo´rica dos
sistemas de tra´fego urbano atrave´s da a´lgebra max-plus. Especificamente, o problema estudado
e´ o da coordenac¸a˜o semafo´rica de vias arteriais.
7.2 Contribuic¸o˜es e Resultados da Tese
Ao longo da tese o problema de coordenac¸a˜o semafo´rica foi estudado sob dois enfoques diferen-
tes: primeiramente os sistemas de tra´fego foram analisados como sistemas hı´bridos; e depois como
sistemas a eventos discretos.
O formalismo utilizado para modelar o sistema de tra´fego como um sistema hı´brido foi o autoˆmato
hı´brido. Os modelos desenvolvidos expressam tanto as dinaˆmicas contı´nuas quanto as dinaˆmicas
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discretas, permitindo assim modelar a influeˆncia das dinaˆmicas discretas dos sema´foros na formac¸a˜o
das filas, que possuem dinaˆmicas contı´nuas.
Na proposta de modelagem apresentada no Capı´tulo 4 para sistemas de tra´fego, utilizando os
autoˆmatos hı´bridos, cada estado do autoˆmato hı´brido representa um esta´gio do sema´foro, sendo de-
senvolvidos modelos individuais para cada cruzamento semaforizado do sistema. A coordenac¸a˜o
entre sema´foros adjacentes e´ obtida atrave´s da definic¸a˜o das guardas do autoˆmato hı´brido. As guar-
das definem a abertura dos sema´foros adjacentes em func¸a˜o do offset, que e´ definido em relac¸a˜o
ao primeiro sema´foro. Ale´m disso, atrave´s das guardas e´ possı´vel definir os fluxos de chegada das
equac¸o˜es das filas dos sema´foros a montante com base no tempo de deslocamento na via, garantindo
que todas as equac¸o˜es do sistema sejam lineares.
Atrave´s dos modelos desenvolvidos e´ possı´vel simular o sistema e verificar formalmente propri-
edades. A ferramenta utilizada nesta tese foi o CheckMate, um toolbox implementado no MATLAB.
Atrave´s de simulac¸o˜es e´ possı´vel analisar o comportamento das filas geradas e o funcionamento das
guardas. Vale salientar que sa˜o desenvolvidos autoˆmatos independentes para cada intersec¸a˜o, e na˜o e´
necessa´rio obter a composic¸a˜o dos autoˆmatos de cada intersec¸a˜o ao utilizar a ferramenta CheckMate,
a sincronizac¸a˜o se da´ atrave´s das varia´veis globais utilizadas pelas guardas em ambos autoˆmatos.
O objetivo desta tese inclui verificar formalmente propriedades do sistema. Esta etapa do trabalho
na˜o pode ser concluı´da com pleno sucesso devido ao nu´mero de varia´veis de estados utilizadas nos
modelos hı´bridos. As varia´veis de estado sa˜o as filas formadas nas intersec¸o˜es e os relo´gios utili-
zados para implementar as guardas, por exemplo para modelar as trocas semafo´ricas. Sendo assim,
o nu´mero de intersec¸o˜es influencia diretamente na possibilidade de realizar verificac¸a˜o formal de
propriedades, devido a complexidade computacional envolvida no ca´lculo do espac¸o de estados.
A ferramenta CheckMate realiza verificac¸a˜o de sistemas modelados com ate´ 4 varia´veis de estado,
logo os modelos obtidos para um sistema composto de duas intersec¸o˜es na˜o podem ser verificados.
Apesar disso, foram verificadas duas propriedades para um intersec¸a˜o isolada: possibilidade de blo-
queio quando a fila atinge um limite ma´ximo e se o tempo de verde utilizado e´ ocioso para os valores
de tra´fego definidos.
A propriedade de bloqueio e´ interessante pois permite identificar se as filas atingem seus valores
ma´ximos. A segunda propriedade permite ao engenheiro de tra´fego analisar se os tempos semafo´ricos
projetados esta˜o de acordo com as necessidades dos fluxos veiculares existentes. O tempo de verde
ocioso em uma direc¸a˜o pode ser transferido para a via transversal, impedindo assim que os veı´culos
formem fila. As propriedades foram traduzidas para especificac¸o˜es em lo´gica ACTL, e a verificac¸a˜o
consiste em garantir se um determinado estado do autoˆmato e´ alcanc¸ado ou na˜o em alguma trajeto´ria.
Atrave´s dos resultados obtidos e´ possı´vel afirmar que as te´cnicas para sistemas hı´bridos podem
ser aplicados para ana´lise dos sistemas de tra´fego; entretanto, o problema da sı´ntese de controle foi
abordada apenas para modelos discretos.
Ao estudar o sistema de tra´fego como um sistema a eventos discretos as varia´veis envolvidas
na modelagem sa˜o diferentes pois apenas dinaˆmicas discretas sa˜o consideradas. As filas na˜o sa˜o
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mais modeladas, e sim os sema´foros e as vias arteriais. As vias sa˜o modeladas explicitamente neste
trabalho pois se deseja explicitar os eventos envolvidos, sendo eles as trocas semafo´ricas e a passagem
de peloto˜es de veı´culos atrave´s das arteriais.
A proposta de modelagem discreta dos sistemas de tra´fego apresentada no Capı´tulo 6 utiliza a
a´lgebra max-plus, e os resultados obtidos sa˜o modelos max-plus lineares para o sistema de tra´fego.
O sistema e´ modelado atrave´s de grafos de eventos temporizados, onde inicialmente sa˜o definidos
modelos para os sema´foros, para as vias e para conexa˜o entre eles. O modelo mı´nimo e´ definido para
uma arterial composta de duas intersec¸o˜es, e enta˜o generalizado para uma arterial com n intersec¸o˜es.
O problema de coordenac¸a˜o semafo´rica e´ definido atrave´s de um conjunto de restric¸o˜es que sa˜o
definidas sobre as transic¸o˜es do grafo de eventos, e as entradas de controle esta˜o nas transic¸o˜es
dos sema´foros. O me´todo proposto por Katz [2007] define como calcular um semimo´dulo (A,B)-
invariante que conte´m o conjunto de estados iniciais do sistema onde as restric¸o˜es sa˜o sempre garan-
tidas. Ale´m disso, ele e´ utilizado para obter uma matriz de realimentac¸a˜o de estados que implementa
o controle. Atrave´s do semimo´dulo (A,B)-invariante e da matriz de controle sa˜o definidos os tempos
semafo´ricos para o sistema em regime permanente.
A aplicac¸a˜o do me´todo apresentado para arteriais compostas por mais que treˆs intersec¸o˜es e´ limi-
tada pela complexidade envolvida no ca´lculo do semimo´dulo (A,B)-invariante. Entretanto, diversas
pesquisas tem sido realizadas para aprimorar os algoritmos do ca´lculo do ma´ximo semimo´dulo geo-
metricamente (A,B)-invariante, e a medida que estes resultados sejam disponibilizados sera´ possı´vel
aplicar o me´todo para arteriais compostas por mais que treˆs intersec¸o˜es. ´E importante ressaltar, que
mesmo com as limitac¸o˜es computacionais foi possı´vel propor um modelo teo´rico gene´rico para n
intersec¸o˜es.
Os modelos max-plus lineares e a matriz de controle sa˜o calculados utilizando valores nominais
para os paraˆmetros do tra´fego. Sabe-se, entretanto, que para implementar o controle em uma aplicac¸a˜o
real de tra´fego e´ necessa´rio analisar a robustez da matriz de controle, ou seja, e´ necessa´rio definir
sob quais condic¸o˜es de tra´fego a matriz garante que o sistema na˜o viole a especificac¸a˜o desejada.
Nesta tese, o crite´rio de robustez estudado esta´ relacionado com a variac¸a˜o do tempo de viagem dos
peloto˜es ao longo da via. Os tempos de viagem variam de acordo com a velocidade que os veı´culos
se deslocam ao longo da via. No Capı´tulo 6 e´ apresentado um algoritmo que calcula valores ma´ximos
para os tempos de viagem que garantem a robustez da matriz de controle.
A fim de avaliar o comportamento dos modelos discretos obtidos em uma aplicac¸a˜o real de tra´fego
optou-se por implementar estes modelos em um modelo de tra´fego para simulac¸a˜o. No modelo para
simulac¸a˜o trabalha-se com as filas e a evoluc¸a˜o dos fluxos veiculares ao longo da via. Assim, e´
necessa´rio estabelecer uma relac¸a˜o entre os eventos e as varia´veis do modelo max-plus e o com-
portamento do tra´fego no modelo para simulac¸a˜o. Na sec¸a˜o 6.4 um algoritmo que implementa esta
relac¸a˜o e´ apresentado. Ale´m disso, diversos resultados de simulac¸a˜o sa˜o discutidos. Os resultados
de simulac¸a˜o permitem avaliar se as restric¸o˜es especificadas sa˜o sempre respeitadas, e os resultados
obtidos sa˜o satisfato´rios. Situac¸o˜es onde se sabe a priori que alguma restric¸a˜o deveria ser violada
tambe´m foram simuladas, comprovando os resultados esperados sobre a robustez do controle.
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Os resultados obtidos ao longo desta tese permitem afirmar que os formalismos e me´todos de-
senvolvidos para sistemas a eventos discretos e hı´bridos podem ser aplicados aos sistemas de tra´fego
urbano, respondendo assim a primeira pergunta que motivou esta pesquisa.
A segunda pergunta questiona se os me´todos apresentados nesta tese sa˜o mais adequados que os
me´todos cla´ssicos usados em controle de tra´fego. Os resultados obtidos na˜o permitem afirmar que
um me´todo e´ melhor ou pior que o outro, mas pode-se afirmar que os me´todos desenvolvidos nesta
tese sa˜o uma abordagem alternativa para o problema da coordenac¸a˜o.
A soluc¸a˜o apresentada para a abordagem hı´brida do problema permite realizar simulac¸a˜o, e em
alguns casos, verificac¸a˜o formal de propriedades. Neste caso e´ possı´vel identificar uma diferenc¸a em
relac¸a˜o aos me´todos de otimizac¸a˜o pois estes me´todos na˜o realizam verificac¸a˜o.
Os me´todos de otimizac¸a˜o que calculam banda ma´xima de verde encontram uma soluc¸a˜o o´tima
para o problema da coordenac¸a˜o, e o resultado mais conhecido e´ o algoritmo de Morgan e Little
[Morgan e Little, 1964]. Os me´todos que otimizam banda de verde calculam os tempos semafo´ricos
de modo off-line.
Atrave´s dos modelos discretos desenvolvidos no Capı´tulo 6 realiza-se sincronizac¸a˜o e e´ possı´vel
encontrar uma banda de verde. Entretanto, na˜o existe o requisito desta banda ser ma´xima. A diferenc¸a
do me´todo apresentado nesta tese e´ a sı´ntese de controle com realimentac¸a˜o de estados, o que na˜o e´
possı´vel nos me´todos que maximizam banda de verde. A realimentac¸a˜o do controle e´ u´til para fazer
ajustes nos tempos semafo´ricos quando da operac¸a˜o atuada pelo tra´fego.
Os resultados referentes a` abordagem hı´brida do problema de coordenac¸a˜o semafo´rica foram
publicadas em Garcia e Cury [2004a,b]. Os resultados publicados em Garcia et al. [2007, 2006a,b]
resumem os resultados da abordagem discreta. Ale´m disso, esta´ sendo preparada uma submissa˜o para
uma revista internacional.
7.3 Perspectivas Futuras
Ao longo desta tese os sistemas de tra´fego foram estudados como sistemas hı´bridos e como sis-
temas a eventos discretos. Em ambas abordagens e´ possı´vel obter um modelo formal que representa
o sistema. Entretanto e´ possı´vel apontar algumas sugesto˜es de trabalhos futuros que podem melhorar
os resultados obtidos ate´ o presente momento:
• modelar outras configurac¸o˜es dos sistemas de tra´fego, tanto na abordagem hı´brida como na
abordagem discreta. No modelos desenvolvidos nesta tese na˜o sa˜o consideradas converso˜es
nas intersec¸o˜es e os fluxos veiculares de entrada sa˜o constantes;
• investigar o uso de outras ferramentas de verificac¸a˜o formal de propriedades e aplicar aos mo-
delos desenvolvidos. Nesta tese, a verificac¸a˜o formal foi aplicada apenas para uma intersec¸a˜o
isolada;
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• os resultados de simulac¸a˜o obtidos com os modelos discretos mostram que sendo dmaxi j o tempo
de viagem ma´ximo dmaxi j que garante (A,B)-invariaˆncia, qualquer valor dentro do intervalo 0≤
di j ≤ dmaxi j garante a (A,B)-invariaˆncia. Deseja-se provar formalmente esta hipo´tese;
• investigar como calcular as entradas de controle u quando o semimo´dulo K ↑ na˜o e´ algebrica-
mente (A,B)-invariante, ou seja, quando na˜o e´ possı´vel encontrar uma matriz de realimentac¸a˜o
F;
• investigar como o engenheiro de tra´fego pode utilizar os resultados desta tese, ou seja, definir
como usar as informac¸o˜es em uma ferramenta de apoio a decisa˜o.
Apeˆndice A
Terminologia de Tra´fego Urbano
Para melhor entendimento desta tese e´ necessa´rio introduzir alguns termos que sa˜o correntes na
literatura de tra´fego urbano. As definic¸o˜es aqui apresentadas em ordem alfabe´tica foram baseadas nos
trabalhos de Papageorgiou et al. [2003], de Brito [1998], Cervantes [2005], Carlson [2006] e DEN
[1984].
Aproximac¸a˜o ou link: Denominac¸a˜o dada para uma via que chega em uma intersec¸a˜o.
Capacidade da intersec¸a˜o: ´E o fluxo total ma´ximo de veı´culos que pode passar atrave´s da intersec¸a˜o
durante um intervalo de tempo.
Concentrac¸a˜o: ´E o nu´mero de veı´culos ocupando uma unidade de comprimento de uma pista num
instante de tempo. Quando expressa em veh/km e´ chamada densidade.
Coordenac¸a˜o e sincronizac¸a˜o: A coordenac¸a˜o consiste na obtenc¸a˜o de defasagem para os sema´fo-
ros dados porcentagens de verde de cada intersec¸a˜o e tempo de ciclo comum. A sincronizac¸a˜o
e´ a obtenc¸a˜o simultaˆnea de todas as varia´veis de controle, defasagem, porcentagens de verde
e tempo de ciclo comuns. Em alguns trabalhos os termos coordenac¸a˜o e sincronizac¸a˜o sa˜o
usados indistintamente, como em Carlson [2006].
Esta´gio: Parte de um ciclo durante o qual um grupo de movimentos teˆm permissa˜o de passagem. A
Figura A.1 mostra um diagrama de esta´gios para a intersec¸a˜o da Figura A.2. O ciclo e´ dividido
em treˆs esta´gios e sa˜o definidas quatro fases, uma para cada movimento. Um esta´gio tambe´m e´
definido como o conjunto de fases de todas as aproximac¸o˜es de uma intersec¸a˜o em determinado
instante de tempo.
Fase: Geralmente a sequ¨eˆncia de indicac¸a˜o de cores em um sema´foro e´ verde, amarelo, vermelho e
novamente verde. Esta sequ¨eˆncia aplicada a um ou mais movimentos e´ denominada fase.
Os exemplos estudados nesta tese utilizam apenas a sequ¨eˆncia verde, vermelho e novamente
verde. O amarelo e´ desconsiderado. No exemplo apresentado na Figura A.1 foi definida uma
fase para cada movimento, entretanto, existem casos onde e´ possı´vel definir uma fase para um
conjunto de movimentos (ver exemplos do Capı´tulo 4).
A. Terminologia de Tra´fego Urbano 136
vermelho verde
Est. 1 Est. 2
Estágio
Est. 3
Fase 3
Fase 4
Fase 1
Fase 2
Ciclo
2
3
1
2
3
4
(mov 4)
(mov 3)
(mov 2)
(mov 1)
Figura A.1: Diagrama de esta´gios – exemplo
Fila: ´E um grupo de veı´culos estaciona´rio na linha de parada de uma via.
Fluxo de saturac¸a˜o: Taxa ma´xima de veı´culos em relac¸a˜o ao tempo, que seriam descarregados de
uma via se esta contasse com uma fila de tamanho infinito e indicac¸a˜o semafo´rica verde.
Fluxo de tra´fego: Nu´mero de veı´culos que passam por um ponto durante um perı´odo de tempo es-
pecificado. Quando expresso em veh/h e´ chamado de volume.
Grau de saturac¸a˜o: ´E definido como a relac¸a˜o entre o nu´mero me´dio de veı´culos que chegam ao
cruzamento durante o ciclo atrave´s de uma faixa e o nu´mero de veı´culos que podem ser atendi-
dos pelo cruzamento atrave´s desta faixa durante um ciclo, sendo dado por:
x =
q
s
.
C
g
= y
C
g
onde q e´ o fluxo, C e´ o comprimento de um ciclo, s e´ o fluxo de saturac¸a˜o, g e´ o tempo efetivo
de verde e y a taxa de ocupac¸a˜o da via. Quando o grau de saturac¸a˜o e´ maior que um significa
que chegam mais veı´culos do que podem ser atendidos naquela faixa. Quando esta situac¸a˜o
dura muito tempo as filas crescem e o sistema torna-se saturado.
Intersec¸a˜o ou cruzamento: ´E o local onde duas ou mais vias se cruzam, criando um conflito entre
os sentidos de circulac¸a˜o de veı´culos.
Largura de banda de verde: ´E a distaˆncia temporal entre a linha imagina´ria do percurso do pri-
meiro e do u´ltimo veı´culo que passam desimpedidos por todos os sema´foros de uma via ar-
terial. A banda de verde pode ocorrer em ambos os sentidos da via, e as larguras na˜o sa˜o
necessa´riamente iguais. A largura da banda de verde e´ definida com base em paraˆmetros da via
e por meio da coordenac¸a˜o apropriada dos sema´foros.
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Movimentos: Possı´veis deslocamentos de veı´culos numa intersec¸a˜o. A Figura A.2 apresenta um
conjunto de 4 movimentos para uma intersec¸a˜o onde as vias sa˜o de ma˜o u´nica.
3
1
4 2
Figura A.2: Conjunto de movimentos
Movimentos conflitantes: Dois ou mais movimentos sa˜o conflitantes entre si quando se cruzam
numa intersec¸a˜o. ´E possı´vel observar na Figura A.2 que os movimentos 1 e 4 sa˜o conflitantes,
ele na˜o podem acontecer ao mesmo tempo pois existe perigo de colisa˜o.
Ocupac¸a˜o: A taxa de ocupac¸a˜o y de uma aproximac¸a˜o e´ a raza˜o entre o fluxo de veı´culos (q) em
uma via e o fluxo de saturac¸a˜o (s), isto e´, y = q/s.
Offset ou defasagem: Diferenc¸a de tempo entre o ı´nicio de esta´gios pre´-determinados de duas in-
tersec¸o˜es semaforizadas consecutivas. ´E positiva se o esta´gio principal da intersec¸a˜o a jusante
inicia apo´s o esta´gio principal da intersec¸a˜o a montante, e negativa caso contra´rio. O offset
se aplica na sincronizac¸a˜o entre intersec¸o˜es que sa˜o operadas de forma coordenada como um
sistema.
Pelota˜o: Um grupo de veı´culos que atravessa uma via, sem que ocorra dispersa˜o.
Sema´foro: Dispositivo de controle de tra´fego que alterna o direito de passagem de veı´culos e pedes-
tres em intersec¸o˜es mediante a utilizac¸a˜o de indicadores luminosos. Este sistema de controle
organiza de forma cı´clica e sequ¨encial a passagem de veı´culos e pedestres em uma intersec¸a˜o.
Split: O split de um ciclo e´ a forma como o mesmo esta´ dividido entre as esta´gios, ou seja, e´ o
conjunto de frac¸o˜es de verde do ciclo atribuı´das a cada esta´gio.
Taxa de chegada: ´E a taxa segundo a qual os veı´culos chegam em uma determinada faixa de uma
pista. Esta taxa pode ser considerada conhecida e constante, ou ainda, medida atrave´s de detec-
tores.
Taxa de descarga: ´E a ma´xima taxa possı´vel em que uma fila formada em uma faixa da pista e´
descarregada; esta taxa e´ igual ao fluxo de saturac¸a˜o enquanto existir fila a ser descarregada.
Tempo de ciclo: Tambe´m chamado de ciclo. Corresponde ao tempo do inı´cio do esta´gio princi-
pal de uma intersec¸a˜o ate´ o instante em que ele se inicia novamente, tendo ocorrido outros
esta´gios neste perı´odo. Tambe´m e´ o tempo total para a completa sequ¨eˆncia de sinalizac¸a˜o
numa intersec¸a˜o.
Tempo de deslocamento: ´E o tempo que um veı´culo leva para alcanc¸ar um sema´foro partindo de
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Velocidade de cruzeiro: ´E considerada como a velocidade que os veı´culos atingem quando percor-
rem uma determinada distaˆncia sem que ocorram interrupc¸o˜es. Esta velocidade depende das
condic¸o˜es geome´tricas das vias e das condic¸o˜es de tra´fego.
Vermelho de seguranc¸a: ´E o intervalo de tempo dentro de um ciclo em que nenhum conjunto de
movimentos tem o direito de passagem pela intersec¸a˜o, por questo˜es de seguranc¸a.
Vias, pistas e faixas: Uma faixa de traˆnsito e´ o espac¸o determinado para o fluxo de veı´culos em um
sentido u´nico de fluxo. O termo pista e´ utilizado para identificar um conjunto de faixas de
traˆnsito. Uma via pode ser composta de diversas pistas, separadas por canteiros centrais. Cada
pista e´ composta por uma ou va´rias faixas. A Figura A.3 ilustra a diferenc¸a entre estes termos.
Pista
Via
Faixa
Figura A.3: Definic¸a˜o de via, pista e faixa
Ale´m disso, uma via e´ chamada arterial quando a velocidade me´dia e´ alta, caracterizando
tra´fego de me´dio e longo percurso. Ela tem prioridade nos cruzamentos e na˜o e´ permitido
estacionamento de veı´culos.
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